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+ Juegos Cooperativos y la asignacion de costos ”

Pavla Corcho Sanchez ™

Resumen

En este trabajo se realiza un breve repaso de la
modelizacién de situaciones scondmicas coopsra-
tivas a través de Juegos Cooperativos. Se revisan
y comentan algunas de las soluciones definidas
para este tipo de situaciones desde la Teoria de
Juegos. Posteriormente, se realiza una interpreta-
cion de lo que en el mundo empresarial se conoce
como colaboracion empresarial v se relaciona con
los aspectos cooperativos de los juegos. Se da una
mterpretacion de la asignacion de costes de un pro-
yecto comun entre varias empresas desde la Teoria
de, Juegos Cooperativos. Las distintas soluciones
que nos ofrece la Teoria de Juegos como el nucleo,
el valor de Shapley, el nucleolo, son ejemplos de
como repartir entre un grupo de empresas los cos-
tes comunes a los que se enfrentan en proyectos
como la construccion de un pantano, distribucién
de gastos telefonicos, etc.

1.1  Imtroduccion
La Teoria de Juegos aporta importantes y numero-
sas contribuciones en la modelacidén y compren-
sion de un gran numero de tendémenos cconomi-
cos. Todo sistema economico es. en cierto modo,
un sistema de interaccidn entre agenles mas o me-
nos independientes. Actualmente, la Teoria de Jue-
gos, forma parte del instrumental utihizado por los
ceonomistas a la hora-de analizar cualquier sistema
como un conlexto de mnteraceion entre agentes ra-
cionales, independientes y con mtereses, al menos
parcialmente, contrapucstos.

La Teoria de Juegos puede ser delinida como
la teoria que estudia modelos matematicos que te-

presentan un aspecto de conflicto o de coopera-
cion entre agentes racionales e inteligentes (Myer-
son R.,1991). De esta forma, diremos que un juego
es un problema de decision donde hay mas de un
agente decisor y las decisiones de un jugador tie-
nen efectos sobre el otro. El disefio de estrategias
competitivas, su ejecucion, las negociaciones e in-
cluso las relaciones interpersonales estan llenas
de factores estratégicos que pueden analizarse en
el esquema conceptual de la Teoria de Juegos.

Los juegos se han clasificado tradicionalmen-
te en juegos cooperativos y juegos no cooperati-
vos. La diferencia estriba en las posibilidades de
comunicacion y negociacion que se les permite a los
jugadores. Los juegos no cooperativos son aquellos
en los que cada agente actia siguiendo exclusiva-
mente su propio o interés sin poder firmar contratos
vinculantes. Los juegos cooperativos se caracteri-
zan por la existencia de un cierto poder superior ca-
paz de hacer cumplr los acuerdos posibles

Ambos tipos de juegos se formalizan de dis-
tinta manera. Los juegos no cooperativos, se pre-
sentan en forma estratégica o en forma extensiva.
La forma extensiva (Kuhn, 19533) de un juego des-
cribe con gran detalle la secuencia de movimientos
de los jugadores, la informacion que tienen los ju-
gadores en cada momento del juego y otros deta-
Hes, como situaciones de azar. En cambio, los jue-
gos  cooperativos forma
caracteristica o coalicional, que consiste en la des-
cripeion de los pagos que reciben cada una de las
coaliciones posibles.

Iistos juegos de cardoter cooperativo surgen
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para poder responder a dos preguntas cruciales:
jcudl es la minima ganancia que puede conseguir
por si mismo? y jcual es el minimo que pueden
conseguir actuando todos los jugadores a la vez?
Para modelar las respuéstas de estas preguntas se
-utilizara. Ja representacion llamada forma coalicio-
hal‘ Y ﬁmcxon caracteristica. Nuevamente el objeti-
"'Vo-es buscar soluciones a este tipo de juegos. Las
soluciones de un juego cooperativo buscan: for-
mulas de reparto de la cantidad conseguida por
todos los jugadores actuando de forma cooperati-
va. Evidentemente, estas formas de reparto asigna-
ran una cantidad a cada jugador después de reali-
zar la cooperacion, que tiene que ser comparada
con la cantidad obtenida por ¢l jugador por si mis-
mo antes de cooperar. S1 la cantidad asignada con
el reparto * solucion, es menor que lo obtenido
individualmente, este jugador no llegara * un acuer-
do para participar en el juego cooperativo.

Una de las caracteristicas o propiedades que
deberia tener! un juego cooperativo es que la co-
operacion incremente positivamente los resultados;
para ello en Teoria de Juegos, existen una serie de
propiedades que intentdn reflejar esta idea. Asi por
ejemplo, el concepto de monotonia de un juego
nos expresa la idea de que la adhesion de nuevos
miembros a una coalicién de agentes nunca em-
peora el resultado obtenido por la coalicion. Otra
idea que refuerza aun mas la anterior, es la denomi-
nada superaditividad, que indica que romper una
coalicion ya formada resultaria ineficiente. Estas
seran las primeras propiedades que deben cumplir
los modelos de juegos cooperativos para, garanti-
zar la fonmacion de la coalicion total. Otras propie-
dades, también relacionadas con la forma de incre-
mentar {os resultados, no son tan generales y no
todos los modelos cooperativos las verifican; , una
de las mas importantes es la convexidad. La con-

JU€gOS CONVEXDS, TUEZOS SENLICONVEXOS, ...
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vexidad implica una regularidad de la aportacién
de los nuevos jugadores al juego, es decir, que la
adhesion de un nuevo jugador a una coalicion re-
sulte mas benefictosa cuando la coalicion sea ma-
yor. Esta propiedad es bastante restrictiva y uno
todos los juegos cooperativos la cumplen. Por ello,
han surgido diversos conceptos que relajan la idea
de la convexidad; podemos encontrar en la litera-
tura conceptos como semiconvexidad, convexidad
en media, ese. Los juegos cooperativos, segiimn ve-
rifiquen una propiedad u otra se clasificaran en
Estos
conceptos analizan la incorporacién de un juga-
dor a una determinada coalicion grande o peque-
fla; por ¢jemplo la convenxidad dice que la mncor-
poracién de jugadores es mas beneficiosa cuando
el grupo formado es mas numeroso, pero no anali-
za cual ha sido la aportacion realizada por el juga-
dor al juego. Por ello, surgen modelos cooperati-
vos donde la aportacion o peso que tiene cada
agente viene determinada formalmente por un
numero real; los recursos aportados por los ju-
gadores al juego se formalizan mediante un vec-
tor donde cada componente representa la apor-
tacién de cada jugador. Al final del juego?
obtendran una cantidad que posteriormente re-
partiran cntre los participantes. Esta cantidad
dependera de los recursos aportados por los

jugadores.

La idea de un juego cooperativo es reflejar el
nimero de agentes que se unen y la cantidad total
y parcial oblenida. En un juego cooperativo que-
dan representada estas cantidades mediante una
funcién denominada funcion caracteristica.

La representacion de un juego cooperalivo se
realiza mediante {a forma caracteristica o forma coa-
heional. Los clementos principales son las coali-
ciones de jugadores® que se pueden llegar a formar.

| Esta propiedad no es especifica de los juegos cooperativos: hay juegos que no la verifican: Lo que ocurre es que es
una propiedad que nos garantiza la formacién de {a coalicion total.

2 Una vez que los jugadores comprueben que les interesa cooperar y deciden actuar al unisono.
3 Notese que a cada jugador se le hace corresponder-con un nimero natural, o sea N=  (1.2,..

}. En los juegos coope-

rativos ese nUmero es una forma de reconocer al jugador, sin hacer referencia a ningln tipo de orden.
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En definitiva, si hav N jugadores se podrén formar

una cantidad de 2% coaliciones, es decir, subcon-

juntos de N, 8 & N. Cada coalicion posible obten-

dr4 un resultado en el juego, v{S}e R, . que es el
valor. que toma la funcion caracteristica en cada

conjunto S, es’ decir v Ny i}”{_* “siendo

N = {S S o N} La representacion del juego
cooperativo queda determinada por el par (N, v).
Existen otros juegos cooperalivos donde no todas
las coaliciones son posibles. Las coaliciones que
no se pudiesen formar se determinan antes de que
comience €l juego. En la parte dedicada a juegos
cooperativos no imponemes ningun tipo de res-
triceitn sobre las coaliciones y permitimos que se
forme cualquier subconjunto de N

Lo que hace determinante un juego cooperati-
o es la forma especifica que tenga la funcion v Si
a funcién v es una funcion convexa, una forma
olinémica, o una pardbola, tendremos juegos co-
perativos muy distintos, en cuanto a propiedades
e reficre. Bn la bibliografia existeén dos tipos de
nvestigaciones: la primera es la de reahzar estu-
ios sobre funciones v muy generales, y otra es la
le realizar estudios sobre funciones v muy especi-
icas. Claro estd que los resultados del segundo
ipo de investigacion sdlo se aplicaran para unos
eterminados juegos cooperativos (los represen-
ados por esa v). Asi podemos citar ejemplos como
estudios realizados por O’Neill (1982) para los
mados juegos de bancarrota, los realizados por
querdo (1996) para los juegos financieros, ete.
idos ellos son juegos cooperativos con una fun-
én v bastante determinada (no todo juego coope-
tivo es un juego financiero, por ¢jemplo). La otra
rtiente es realizar estudios muy generales para
gos cooperafivos.

Una vez que se anahza ¢l tipo de juego objeto
| estudio se pasa al analisis de las soluciones de
ho juego. En la Teoria de Juegos cooperativa
te una definicion analitica de lo que se entiende
'solucion de un juego. Podriamos decir que so-
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lucién es una forma de repartir la cantidad total

_obtemda entre los participantes del juego. Entre la

bibliografia dedicada a los estudios generales de
los juegos cooperativos podemos encontrar dife-
rentes soluciones (va estudiadas para cualquier
juego cooperativo). Entre estos trabajos cabe des-
tacar los realizados por Gillies (1939), Schmeidler
(1969), Shapley (1953)... Estos autores dan unas
formas de reparto muy particulares (nlicleo, nucleo-
lo, valor de Shapley) con diferentes propiedades e
interpretaciones. Todas son formas de reparto in-
teresantes v dependera el caso que estemos ira-
tando para clegir vna u oira.

Lo que se pretende cn este capitulo es relacio-
nar ¢l problema de asignaciones de costes con la
Teoria de Juegos cooperativos. El problema se em-
pieza a. plantear cuando mi grupo de organismos o
empresas deciden una inversion conjunta ¥ quis-
ren garantizar la cooperacion inicial una vez decidi-
da la inversion. La colaboracion entre empresas es
una estrategia que se lleva a cabo cuando un gru-
po de personas, entes u organismos se dan cuenta
que les resultaria econdomicamente mas rentable tra-
bajar de forma conjunta que individualmente. Este
tipo de colaboracion o asociacionismo podrd lle-
varse a cabo en cualquiera de las areas funcionales
en el que tradicionalmente se divide una empresa,
siendo su objetive alcanzar o aproximarse al nivel
optimo del que se derivan minimizar costes y maxi-
muzar beneficios.

Las cuestiones que nos pueden surgir acerca
de este tipe de cooperativismo son las sigumentes:
(cuil debe ser ¢l niimero optimo de las empresas
dispuestas a cooperar?, (como pueden medirse los
neentivos a colaborar?, jcomo deben repartirse las
cargas v beneficios de la colaboracién para garan-

tizar cquidad distributiva y la cohesion entre sus ..

miembros?, etc. Este trabajo se centra en la relacion
entre la idea de cooperacion entre empresas y la
tcoria cooperativa de los juegos.

La Teoria Cooperativa de los Juegos se re-
monta a los origenes de la Teoria de Juegos (New-
man ~ y Morgeenstern, 1947). Su-objetivo es el es-
tudio de las situaciones de conflicto estratégico
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donde existe la posibilidad de fonmacion de coali-
ciones. En esta tsoria no se supone que los juga-
dores estén a priori comprometides a colaborar
entre ellos. La tinica hipotesis es que tedo grupo de
jugadores tiene Instrumentos para alcanzar compro-
misos: de accion entre sus miembros y que la nego-
i éi'ééiéﬁ'mtéma de cualquier coalicion se realiza bajo
“condiciones deé gran transparencia informativa.

1.2 Cooperacidn de empresas ¥ Juegos
cooperativos,

En este apartado nos vamos a detener un poco en
el analisis de lo que a lo largo del frabajo vamos a,
entender o interpretar con el concepto de coopera-
cion de empresas o colaboracion que realizan al-
gunas empresas. Por otro lado, vamos a realizar un
tratamiento fonmal de la Teoria de los Juegos co-
operativos. Desde el primer momento, vamos a in-
terpretar que las empresas que han decidido cola-
borar estan compartiendo un determinado bien o
servicio para el aprovechamiento conjunto de las
utilidades de dicho bien o servicio, y que éstas son
los jugadores de un juege cooperativo.

1.2.1 Interpretacion de un cooperativismo
empresarial,

La colaboracién o cooperacién de empresas a la
que nos referimos podemos definirla como una re-
lacion contractual entre empresas para llevar a cabo
conjuntamente una detenminada funcion empresa-
rial. Por ejemplo, como resuitado de un contrato de
colaboracién, las empresas pueden adquirir dere-
chos y deberes en la utilizacién de un bien o servi-
cio comunitario.

Las empresas, a, veces, deciden establecer
una organizacion que se responsabilice de la ges-
tién y el control de las operaciones de exportacion,
con ello estan creando una formula reguladora del
consumo comunitario del servicio. Estas ideas pue-
den englobarse en la idea de bienes semipublicos.
Se distinguen por el consumo comunitario y por la
posibilidad de excluir de su consumo a aquellas
personas o empresas no encuadradas dentro de la
organizacion o de la colaboracion. Estas actuacio-
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nes de cooperativisimo o de colaboracidn dan lugar
a situaciones donde cada miembro individual man-
tiene su identidad y en el que las relaciones y de-
pendencias mutuas se linutan al aprovisionamien-
to y al consumo de bienes y servicios compartidos.
Este tipo de consumo tiene unas caracteristicas
econdmicas propias. Una de estas caracteristicas
es la que comentamos a continuacion: el consumo
de un individuo o de empresa adicional no reduce
la cantidad disponible. Son bienes y servicios en
los cuales la utilidad denvada del consumo con-
junte es superior o igual a la suma del consumo por
separado. En los bienes de consumo privado Jo
anterior no ocuire, sino que es todo lo contrario.
En los bienes publicos el sentido de la desigualdad
no importa, sine que lo que hay que controlar es ¢l
consumo individual para evitar situaciones mjus-
tas como la conocida por free-rider.

Otro de los puntos Importantes a considerar,
en la cooperacion empresarial, es fos incentivos
Este tipo de actuacion sélo se producira cuando la
colaboracion o la cooperacion entre empresas su-
ponga unos beneficios totales no inferiores a los
que se produciria con una actuacion mdividual.

Los estudios de Newman y Morgenstern ofre-
cen desde la Teoria de Juegos unas posibilidades
analiticas amplias en ¢l tratamiento de los proble-
mas econdmicos que hemos comentado en los pa-
rrafos anteriores. En este trabajo vamos aplicar la
Teoria de Juegos cooperativos al caso de la coopera-
cidn empresarial. Para ello, vamos anahizar un estudio
de la funcion caracteristica de los juegos cooperati-
vos, su interpretacidn econodmica, y estudiaremos
distintas soluciones de un juego cooperativo, para
el caso de la cooperacion empresanal.

Como se ha presentado en la introduccion,
la Teoria de Juegos puede ser delinida como la
teoria que estudia modelos matematicos que, de
alguna forma, representen un aspecto de con-
tlicto o de cooperacion entre agentes racionales
¢ inteligentes (Myerson R.,1991). De esta forma,
diremos que un juego es un problema de deci-
ston donde hay mas de un agente decisor vy las
decisiones de un jugador tienen efectos sobre
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el otro. El disefio de estrategias competitivas.
su gjecucion, las negociactones ¢ incluso las
relaciones interpersonales estdan llenas de facto-
res estratégicos que pueden analizarse en el es-
quema conceptual de la Teoria de Juegos.

Los juegos se han clasificado tradicionalmen-

'te 'en JREgOos cooperativos y juegos no coopera-
‘tivos. La dlterenua estriba en las posibilidades
de comuinicacién v n%ocmmon quese les per-
- mite a los jugadorss. Los juegos cooperativos se

caracterizan por la existencia de un cierto poder
superior capaz de hacer cumplir los acuerdos
posibles. Estos juegos se definen como un mo-
delo donde interesan las coaliclones que se for-
man ¥ el pago que recibe cada una de cllas. Las
coaliciones de jugadores son los posibles sub-

conjunios de N = {1, 2. 3, .., n}, denotadas por
L \ j

S < N (donde N es ¢l conjunto de jugadores). El

. pago de cada coalicion viene dado por la funcion

v(S), Hamada funcién caracteristica del juego. La
funcion caracleristica es un elemento primitivo de
estos Juegos; sin embargo, cn aplicaciones reales
se ha de construir a partir de otros clementos. Por

efemplo, los conceptos de @ nucleo v ﬁm’mclco
se refieren a soluciones de juegos cooperativos
que se distinguen por construirse de distinta ma-

‘nera a partir de un juego no cooperative (Moulin,

1986). Entre otros trabajos mas recientes podemos

Cettar los elaborados por Izquierdo v Rafels (19961,

flarra v Usategui (1993 Grale et al. (1998). ete. En
stos trabajos se estudian los Juegos Finaneieros.

“los juegos Cobb-Douglas v 1os jucgos de Lxterna-

dades respectivamente. que se definen a partiv de
na funeion caracteristica, con una interpretacion
conomica especifica. Tin o que sigue tendremos
e definir la funcion caracteristica a través de Ia
uncion de costes que tengamos on cada situacion.

Una vez definido el juego. lo interesante cs la
orma de reparto del beneficio de la cooperacion.
na sojucion de un juege cooperative consiste en
stribuir la ganancia total del juego entre sus juga-
ores. Existen dos clases de soluciones: solucio-
es de conjunto y soluciones puntuales Las so-
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luctones de conjunto estan formadas por un con-
junto de asignactones o repartos que venfican cier-
tas condiciones. nuentras que una solucion puntual
selecclona una unica asignacion. Entre las. solucio-
nes de conjunto mds Importantes estudiamos el
Nucleo (Shapley, 1967} v los conjuntos de negocia-
c1on de Aumann-Maschler (1964) v Mas-Colell (1989).
Cemo podemos observar en la representacion
analitica (N. v} de un juego cooperativo la funcion
caracteristica es de vital unportancia. E} resultado
que consigue cada coalicion viene determunado por
la expresion v{8). Algunas propiedades sobre la
funcion caracteristica nos reflejan los incentivos
que poseen los jugadores a participar en el juego.
Las propiedades de monotonia v superaditi-
vidad son estindar en la Titeratura de juegos co-
operativos v permiten asegpurarse de que los bene-
ficios no disminuyen por actuar en coalicion

Definicion 1.1 Un juego (V. 1) es monotono si.

V(ST v para toda coalicion Sy Ttal que S C T
La 1dea de la siguiente propredad es que la
adhesion de nuevos micmibros a una coalicion de

agentes nunca cmpeora ¢ resultado obtenido por
la coalicion.

Defuiicion 1.2
se vertfica que:

VST < wS U VS T Cd. S AT = o

Un juego (¥ 1) es superaditivo st

Con estas propiedades sabemos que s1 las empre-
sas son Jugadores de un juego cooperativo supe-
raditivo v mondtonoe es porque existen mcentivos
a cofaborar v actuar conjuntamiente v por o tanto,
cljuego se Hlevard a cabo vy se ejecutard. Cada coa--
licton posible obtendrd v&) v en particular, st se
forma la coalicion total se obtendra v\, Directa-
mente relacionado con la [uncion caracteristica
(medida del resultado de las diferentes coalictones)
estin los resultados que obtienen los jugadores al
participar en el juego (solucion del juego).

Una solucton deseable es que el reparto efec-
tuado nos lleve a una situacion de equilibrio: Un
ractonal debe admitiv que el reparto
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que sg le olorgue soa como ! minime lo gue ob-
tendria 5i participase sélo en ¢l juego, es dear,
que lo que le corresponds sea al menos v({i}).
Esio sg 1o que se ¢ongce como condicién de
racipnalidad wdividual,

_ Otra de las condiciones degeables es Ia con-
isn de optt muz.dc:on \,‘c Pareto, que os qus se

el'pago fﬁmbj(fo ’en'e}‘ éu‘ega por el maxs
ro ‘de participanies en el juego, e3 desir, v

Como nombramos en parrafos z»mteriorc,s,
varias formas ds epumf la cantidad total vH
esto se expresa con las distintas seluciones de los
JUEEos cooperatives que comentamos anfenormen-
te. Una de las soluciones nombradas es el Nicleo v
que 2 confimuacion varmos anahizarn

Definicicn 1.3, Sea v un juege cocperativo supe-
raditivo en foring caraeteristica. Bl nicles, C(v), estd,
constitaido por las asignaciones x {\» )  lales
que se verifican las sigwientes desigualdades:

Ex *&{A""Z*x vé WS N

el

Come puede éeduclrse de Ia definicion las condicio- -

nes que cumnplen las asignaciones que fouman parte
del nteleo son una generalizacion directa de las con-
diciones de optimizacion v de racionalidad indivi-
dual La existencia del nicleo significa que ninglGn
subconjunto de los miembros de una coalicién pue-
de mejorar su resultado abandonado la coalicion o
forraando una cozlicidn mas pequefia.

Existen otras definiciones de soluciones para
Juegos eooperativos como puede ser ¢l conjunte
de negociacion de Aumman-Mascller la principal
caracteristica de los comuntos de negociacién se
hava en las objeciones v confracbjeciones que rea-
hizan los jugadores en el proceso de negociacion.
Pasemos a analizar estos concepios v la notacion
gue se va a utilizar

El copjunto de las caahclc}ms que contengan
a un jugador 7 y no contengarn j serd denotado por
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Definicion 14, Una objecidon del Jugador 7 contra
¢l jugador j con respecio a la asigneeidn x es un par

{T,vieon T e I‘V Ve R que verifica:

s34 2 F 7yt
o v, wx, Vie Ty
Ak i k
iy p(Th = T

[ fm;aon A T}“idil unz obyecion {
& x, diremos goe

sﬁ?E}iIaOO]‘JCIGE de i

col éim i $1

0 7 >y, VYhe M\T,
Wy = vidd).

Aumann v Maschler {1964) detinen ¢l conjunto de
negociacion de la sigulents manera:

Definicion 1.6, Une maputacion x / [ v} es un ele-

. . L, Y
mento del conjunto de negociacion ;M!(”{v) BN

para cada objecion de un jugador / vontra otro -
gador j. con respecto a x una contranhiecion de j
contra /.

Es mmediate comprobar que todo elemento
del micieo pertenece al conjunto de negoclacion
de Aummann-Maschler, Mediante la defimicion de
nicleo obsérvese que no es posible que un juga-
dor realice uua vontracbiecién respecto o un wlo~
mento del miclee. El reciproco no siempre es ererto,

Otra de las soluclones importantes o utiliza-
das en los juegos cooperativos son: el valor de
Shapley vy e nucleolo.

La idea subvacente a la valoracion de Shapley
es la de solucion arbitral Se trataria de asociar con -
cada juego una fmputacton que si fuera propuesta
a los distintes jugadores al principio del Juego les.
pareceria una solucion razonable La wvaloracion de
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shapley pasaria @ ser, por ianio, ef valor esperade
{ juego para cada jugador. Este concepto de so-
citn fue propuesto por Shapley (1953} Su trata-
{ento fue axlomdtico, es decir, consistid en formu-
4 cuatro axiomas gue razonablemente una solucién
tral deberia satisfacer v demostrd que Jog cua-
omias definen Una solugitn dnica.

“Veamos cuiles son esos axiomas que ‘onracte-
e al valor de Shapley: - ’ :

Denotemos por @(v)= {ﬁif (v}:f& N}i&

4

soincidn propuesta por Shapley.

Axioma de eficiencia: ¢{ y) e siempre Lna -

gﬁtaaién Es decir, E N = 'V(N} ¢l probiema
e se estd, resolviendo es el de distribuir vwV)
entre los NV yugadores.

Axioma de simetria: Lo que recibe cada jugador
nde s6lo de su posicidn en ¢l juego. Es deuoir,
iatercambiamos las posiciones de dos jugadores
bién se intercambiardn las utilidades que reci-
&n la soluctdn. Analiticamente,

f\f’ , v)e I“ﬁ, y toda permutacidn
[ = N,con(N,0)eT,
mple que @6{}) (HV) =, (T*"}v:‘ e N

o del jugador nuio: Un jugader 1 es nulo
juego i no contribuye nada o ninguna coali-
olit= 1.{5}, VS < N Este axioma nos
ue si un. jugador nada contribuye, nada reci-
decir géx, (”V‘i} =0

na de aditividad: Para todo par de juegos
N, wi se cumple que

= p{v)+ glw), domde, v+ w(S) = v{8)+w(S ]

ha demostrado que existe, a lo sumo, una
“gue satisfaga los axiomas de! 1 al IV, es

f Nimere 3
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decir, gue en lods jusgo cooperalive existe o
una solueién que vertfice los axiomas anteriores.

La fonmula usual para el valor de Shapley {5( V)

es la siguiente:

1= Er s ishe 3, 75| S8, A rer i 5,59 )
sei Frri LS s Fi
donds 7, { j;
f’.z‘.f

Ciro tipe de sclucion puntual que nos ofrsce la
literatura es el Nucleolo. La definicion, de este con-
ceplo de solueidn de un juege, es matemdticaren-
te un poco omphicada, pero intuitivamente refleja
claramente una solucion que reparte los beneficios
de la cooperacion de manera gue se migimice ¢l
perjuicio maximo entre todas las coaliciones de
agentes; en realidad, la idea que subyace en el
Nucleolo es la siguiente: un vector de pagos estard
en ¢l Nucleolo si, en un sentido que definiremos
mas adelante, los excesos de todas las coaliciones
para ese vector de pagos se hacen los mas peque-
fios posibles. Esta solucion puntual fue mtroduci-
da en la Teoria de Juegos por Schemeidler (1969 v
se define sobre la base de los denominados exce-
sos de las conliciones.

Definicion 1.7 Sea (N, v} un juego cooperafivo y x
ina nmpwtacion. Bl exceso de la cﬂahcien SIN res-
pecto a x, se define como ef5, x} = v{s}-x£5).

Un excese positive representa qutz la coalicién S
no ha recibido como minimo lo que ella se podia
garamtizar v por lo tanto, la distribucién estara fue-
ra del Nucleo.

Definicidn 1.8 Diremos que el exceso 4 (x) es prefen-
do lexicograficamente a ¢ ¢y) 1, siendo

P =90, 6 X0, #00 )

se cumple que ¢ (x)i < 4 (y)i para algim 7 tal que
I<i< 9Ny $(Xk < #{Y)k paraalghn & tal que
tgig2?
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Depmicion 1.9 El Nugleole ¢s aquelia mmputacién
que posea Jos excedentes asociades lexicogritica-
menie MAas paqueios.

En general, no existe una formula sencilla que
permita el caleulo del Nucleolo
tna:vez definidos formalmente los elementos
s !m;onex de un juego cooperalivo pasamos a
ustrar con ejemplos la metodologia de Tos jue ge)s
LO0perativos.

1.2.2 Empresus ageicolas cooperan

en of regadio.
La dea de colaboracion es la sigutente: Tres emnpre-
sas, AL B v C. deoiden o se plantean ia posibilidad de
cooperar para la puesta en marcha del regadio en
tres fneas de distmtas caracterisiicas. Lo instala-
cion que se necesita para llevar a
cuakquiera de las parcelas o fincas s une estacion
de bombeo v un sisternz de distnbucion del agua
que se remonte de un o prosimo a jas finces

Las posibjes estructuras de coaliciones que
se puedan formar son las sigumentes:

AL IB G AR A O B, O s
2y dewir, que las distintas estructuras dupql«

den del grado de cooperacion entre las fineas. Las

posibilidades son:

1) La autesuficiencia de cada drea Hsto supon-
dria la puesta en marcha de tres sistemas sepa-
rados de regadio con sus respuelivos costes.

2} La colaboracion de dos fincas v la autosuli-
eiencia de una. Esto supoie que tendramnes un
coste de putosuficieneia y un coste de colabu-
racion de dos fincas que instadan ol sistema de
bombeo v de distribucion en camin,

3} La colaboracion de tas tres fincas supone un
sisterna de bombeo v de distnbugion comin.

Considercmos los siguientes costes Lipotétices

&ehrdns a la cercana con el o, La mias alejada oy

, huego By por altimo C. Los costes son 42, 40 y

.si; respec clivamente. Supongamos gue 51 st unet A

v B los cosles para ambas en conjunto seran 70,

Para Ay C son 68 v pura B v C son 66. 81 se deciden

cabo of riege de

@ conperar fas tres endramos un coste de 93

Con esta sifuacion tendremos que los costes
tolales son

La autosuficiencia de cada édrea

42+ 40430 =112,

La colaboracion de dos fincas v la autosufi-
oiencia de una de elias:

LOO(TC A+ 30), 10868 +40) v 108(66 +42)

La eolaboracion de las tres fineas: 93

Delimimos Ia funcion caracteristica del jusge
de cwgsz'acién en el regadio como el aborre en
vostes que supone la colaboracién sobre la auto-

i cleneta de cada empresa o hinea:

VAT =0, v({B) ) =0, ,»m,}:

VAL B =12, VA, U1 A v({B,CY) = 4,

VIIAB.CHY T,

L aharro que supone la cooperacion de las
tres fineas, se reparte sepun las soluciones deting-
das on la Teoria de Joegos Cooperativos -

Para repartr, la cantidad conseguida por cual-
guier coalielon, hay que lener en cuenta ciertas exi-
geneias ceendmas. Lno de los requisitos imper-
antes ey la Optinvzacion de Parelo, To que supong
gue se reparta de tal forma que {a suma del ahorre
asignado 1guale ¢l ahorro total:

i X, = 17{;\"}

[a condicion de racionalidad mdividual exige
gue cada drea soporte un coste mdximo igual que cf
que soportaba en condiciones de autosulicienocia:

vililz 0. ={1..n}

Por atro lade, podemos afindir la racionahidad
grupn, es deeir, ¢l pago de cualquier drea e fas coaly
ciones de dos dreas ha de ser no menor goe el g

sl sooperacion de Lu tereera,

puede congeguir .

Si observanues las condiciones guc uuz}plm"
las asipgnaciones que pertenceen ol naclee dol jue
go (&, vl donde Ja limeion caracteristica es el alw
o en castes gues supoene i colaboraeion sobre &
autosuficiendia de enda enipresa agricoda® son o

4 Adadimes a iz defimcidn que vig)- 0
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sotores X = ‘\:x v, )Gue verifican las souacio-
: arﬁefmwa Son ciqucﬁm pagos que ademas de
ir los costes totales garantizan que cada sub-
gggato de fincas no paga una porcion de costes
los que incurriria si el suministro o orga-
- si prop;a cuenta. El hecho de pertenecer
le det juego ss una exigencia minima para
4 distribueidn de tos resultados sea mutna-
enile aceplable. Cualquier imputacion o asigna-
o que 10 esta en el ntcles podria ser blogueada
por una coaticidn de las ofras dos areas,

Una ynmera aproximacién nos leva a conelwr
¢ la imputacion resultante de repartir a lodos (gual
ganancsas de la colaboracion ne estd en el ni-
'y por lo tanto, esta, solucion serd bloqueada.

Juegos Generalizados de Externalidades.

uegos Generalizados de Externalidades tam-
poseen su interpretacion econdmica. La foan-
aracteristica para un Juego con M jugadores
a definida para cada cealicion 8 con la siguien-

; ri?)

(B)={A). es m vector de R7, el pari-
ro-a valor es un real mayor o igual 2 1, r es una
m no decreciende 1r N > R, | v 5 es el
ial de la coalicién S,

El pago que recibe la coalicion S depende de
de fas coordenadas de b y del cardinal de la
7. En estos juegos cada jugador, § e ¥, con-

¢ con una delacidn, ﬁ ¥ también con su

P
ticia al valor total que recibe Ia coalicidn a la
rienece. La interpretacién econdmica que
los Juegos Generalizadoy de Externahda-
dria resumirse del sigutente modo: Los juga-
‘aportan log recursos que poseen Y a cambio
nma contraprestacidn por la cesion de es-
os, teniendo  en cuenta el nimero de par-
ites en la coaliesdn. La funcidn r asegura que,

/ Namero 3
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ia llegada de nuevos jugadores beneficia a los ju-
gadores que onginalmenie estaban en 2l juego.
Esxisten sifuaciones oonomicas que se ase-
mejan a la ferpretacion anterior. Las mversiones
copjuntas que se realizan en algunas ocasiones
dependen de la cantidad invertida y del ndmero de
imversorss. Las ayudes scondmicas que reciben
algunes ascoiaciones estin en funcion del nimere
de socios v de E:z cuota que aporta cada socw. Las
stapresas, con idéntieo sapitel (A), que deciden oo
aperar entie 51 y producir conjuntamente com la

teenologia de Cobb Douglas aportan recursos, 7
y vapital, A. Bl niimero de empresas participantes,
por ciemplo s, también se refleja en la funcion total

de produccion, f (A, 7)= A% > st )ﬁ. S oon-
sideramnos la produccién como el pago de cada coa-

licion tenemos que, analiticaments la fancidn £{4, 7}
define un Juego Generalizado de Externalidades
{Véanse también como juegos Cobb-Douglas en
Ifarra y Usategu, 1993). Los llamados Bienes Rela-
cionados (Uhlaner, 1989} son un subconjunto de
los Bienes Piblicos {.ocales, con la peculiay carac-
teristica de que son definides en actividades don-
de los individuos sumentan su utilidad si la canti-
dad de individuos en esa actividad crece. El andlisis
de estos bienes sugiere circunstancias en las cua-
les la participacion es beneficiosa. Ambos conecep-
tos, Bienes Relacionados v Juegos Generalizados
de Externalidades, fomentan la participacion de los
individuos, Fialmente, en ¢l modelo de Moulin
{1992) donde los agentes comparten el coste de
alguna decision phblica, Hegamos a uma expresion
del tipo '

oS = Do) donde §

2‘%’

& es un grupo de agentes

que deciden compartir los costes de la provision
de un bien, f es la tasa de marginal de sustitucidn
entre los brenes privados y el publico v k es una
constante de la funcidén de costes. Analiticamente
podemos englobar este juego en los Juegos Gene-
ralizados de Externahdades.
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Estos juegos estén analizadoes en su totalidad
en Corcho (1998). Podemos apuntar algunas de las
caracteristicas mas relevantes: monotonia, supera-
ditividad, convexidad en media, .... Destacar que
ademas de sus analogias con las situaciones eco-
‘némicas anteriormente mencionadas, posee solu-
‘ciones: eﬁcmn‘{es y racionales, es decir, posee ele-

’-menms en eliconjunio Nucleo. Otra de las

" caracteristicas es ‘que el conjunto de Negocmcmn
de Aumann-MasclileT coincide con el Nucleo, y
el valor de Shapley, bajo ciertas condiciones, tam-
bién estéd en el ntcleo del juego. Son jucgos donde
las distintas soluciones defimdas para juegos co-
operativos se van reduciendc a un grupo mas pe-
quefio.

1.3 Ejemplos econdmicos y su interpretacion
como un juego.
Muchas decisiones de las inversiones pubhcas se
toman de forma descentralizada y en cooperacion
con diversos organos publicos y privados que se
reparten el coste de ]a inversion realizada.
Una de las situaciones que nos podemos en-
contrar es la decisidon de construir un pantano y

que hay varios grupos interesados en ello: El ayun-

tamiento esperan obtener agua potable con desti-
no a sus municipios, los campesinos de la regién
desean regar sus tierras con el agua del pantano,
una compafifa eléctrica que quiere utilizar el agua
de] embalse para mover las turbinas de una central
hidraulica, el gobierno central quiere controlar las
inundaciones de la zona, con esta presa construi-
da. Como podemos observar el pantano debe ser
capaz de retener cantidades diferentes de agua,
segun los objetivos perseguidos y, por tanto, de
estos objetivos dependerdn los costes de cons-
truceidn y de mantenimiento. La, cuestion es la de
buscar cual seria la contribucién de cada uno de
los entes citados en la financiacién del coste de la
inversion.

Otra situacion de este tipo, podemos encon-
trarla en el reparto de los costes de una central
telefonica entre sus usuarios. El problema que se

plantea es el de aplicar una tarifa que sea lo mas
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pagos por llamadas cubra ¢l coste del servicio. Este
problema puede ser tratado bajo el punto de vista
de la Teoria de Juegos, concretamente las solucio-
nes de Aumann vy Shapley, (1974) para juegos no
atdomicos.

Otro ejemplo referente al reparto de costes, ey
cuando el aeropuerto (a través del gobierno cen-
tral), por gjemplo, guiers fijar unos precios por el
uso de las pistas de aterrizaje por parte de las com-
pafiias aéreas, que permitan cubri el coste de la
instalacion v mantenimiento de dichas pistas. Paru
hallar ¢l reparto de los costes cumpliendo unas
condiciones establecidas, se puede recurnr a una
solucion de la Teoria de Jucgos llamada nucleolo
(Schmeidler, 1969).

En los proximos apartados vamos a desarro-
llar cada uno de estos ejemplos, pero antes vamos
a establecer la terminologia que vamos a emplear.
Todos los casos auteriores tienen un denominador
comun: se pretende repartir un recurso entre va-
rios. El conjunto de usuarios potenciales de un pro-
yecto lo denotaremos por N = {1,2,...... n}, el coste

del proyecto sera o(S) para un subconjunto § &N.
Es el coste minimo de servir al conjunto S de usua-
rios. Un método de asignacién de costes es una

funcion [ () defimida para todos los N y todas las
funciones de coste c¢(.) sobre N, tal que

T'(c)=(x,,x,,..x, )e R

y que Z en X = cN), donde x1 > 0, es la parte
del coste que le corresponde financiar al usuario /.
Para que el reparto de costes sea voluntario,
debemos imponer condiciones que permitan ga-
rantizar que nadie pierda cooperando. Estas condi-
ciones se transcriben de la siguiente forma:

x, <cli)V, eN
Zx <c‘ VSCN
el

La eficiencia en el contexto que tratamos se
entendera con relacidn a los grupos de usuarios de
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ios servisios cuye coste se veparle v cl concepic
s merginal se reforird al efecto que ocasiones un
wamento o disminucion en el ntimero é» participai-
sn el proyects conjimto.

. Lo primern que tenemos gue hacer eg una
diﬁsaczm de fuﬁciones dfi costes 2 memm

112 g&h

ana Tuncidn de costes o ) la ganmsia pf\iﬁr;cim de-
na coalivion 5 no es mibs que el ahorro que puede
Jograrse cooperando, es deorr,

.Y a £ o\ vy 57
N Zc(;}-w o(8) VS o N

s '
En térmunos de la
05 Uh mego €O g‘ rativo (V, vl en el que Vese
srjunto de jugad 1 usuarios (Hnilo) v v es la
unsien caracleristica v =3 R, que satisface
$! =0, ya que (@) = 0. La eleceion de una
signacion de costes (X, X, ... X)) es equivaiente a
oget una asignacion {y,,... v,), donde y = c(3) —x,.

.1 Reparte de los costes de un pantane,

os siguientes artienlos encontramaes este tipo
roblemas qoe vamos a denomunar reparte de
g de la construceion de un smbalse o panta-
The Tennessee Nalley Authority A case Study
e Leononics of Multiple Furpase Stream
g, Nashviile y en el articalo Game Theory
the Tennessee Talley Autharity. International
trnal of Game Theary, Los costes de constrie-
deberan revertir sobre los beneficiarios direc-
s las inversiones y, por lratarse de costes muy
wos v la competitividad de {as empresas impli-
¢l esfuerzo dedicado a obtener férmulas de
1to fue considerable. El sistema finalmente adap-

Teoria de Juegos va tene-

| ANALISIS jﬂ

s

tadio fle sl métode Hamado SCRB (separable Cost

emanning Berefiy). En realidad, es repartir Tos cos-
s somunes en proporeidn a los beneficios de su
marse al provesto: '

.

x-» yop

i S8 COSe
© reparte en pPropoercion &
Tos beneficios obmndos por unirse al provecto’
Una sumple manipulasion o cambic de fermi-
nologia nos leva a la formulacion de la solusion en
wrmmoes de la Teoria de Juegos cooperativos. Se-
gun Ja netacion empleada, buscamos las asigna-
ciones ¥ = (Y ... ¥). CHYaS COmPOnentes seran

1
v [y v
Y, = gt (N )V, & N
! () T
‘ckg IS
siendo vigN) = N - wiN - i),

Este fipo de solucién se conoce en algunos
Juegos cooperativos come distribucidn proporeio-
nal. Ep vagios trabajos® esta sohucion ha, sido ca-
racternzada axicimaticamente v comparada con olras
soluciones. Enfre las caracter{sticas mds importan-
tes que cabe sefialar ¢s que s una asignacidén que
pertenece al niwleo del juego, v que por tanto no
serd blogqueada por ninguna otra.

1.3.2 Distribucidn del coste relefénico.

El servicio de teléfonos es un servicio con eleva~-
dos costes de instalacion, que imprden que un solo
wliente pueda pagar su propio servicio telefoniso.
Un problema de este tipo ha sido estudiado en Bi-
Hera, Heath y Raanan (1978}, donde se discute la
distribucton de los costes de un nuevo servielo
eletonico en la Umiversidad de Comell (EEUU),
Desde una centrahita iban a pasar todas las Hama-

malisis de los juegos con utilidades
Monotonic Solutions of cooperatrve games”,

n {7/ Namero 3
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3¢ supone qué . s porque stna puede existic alglin 1 que carezca de motivacidn pata incorporarse al proyecto,
cambiantes ¥ de fos Juegos Ceneralizados de Externalidades. Tesis doctoral {1998),
International Journal of Games Teory.
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das efectuadas desde cualquier teléfono de la Uni-
versidad. La compafiia facturaria cada mes en fun-
cion de las llamadas hechas desde la centralita y la
universidad deberia, cobrar a los usuarios una can-
tidad por el importe de las llamadas y ademas ofra
vcantxdad por los costes fijos de instalacion, mante-
: mlento ‘ste. Visto este problema desde una pers-

“pectiva de la Teorfa de juegos, se trataria de un

juego cooperativo no atémico y el problema seria
dividir los beneficios de la cooperacién entre los
jugadores. En este contexto de los jugadores es
conveniente’ definir a los jugadores como las uni-
dades temporales de las liamadas ielefonicas, por
ejemplo, los minutos de las {lamadas. Entonces los
elementos del juego serdn: N = {/,... n} el conjunto
de todas las clases de llamadas y Suna coalicion de
llamadas. Una solucién de este tipo de juegos nos
la proporciona el valor de los juegos no atémicos
de Aumann y Shapley (1974):

+(5)= 3 (1] 2L,

donde H; (S ) es el numero de llamadas (mensua-
les) del tipo j en la coalicién S (la suma representa ¢l
total de mimitos de llamadas de la coalicion S),
c(q,.- q,) es el coste de efectuar todas las llama-
das q,--4, €n un mes, y por lo tanto,

[ de(tu(1))
0 8‘1j
madas de tipo j.

Para ver estos juegos no atomicos aplicados a
la distribucion de los costes del gasto telefénico
véase el articulo Internar Telephone Billing Rates:
Application of Non- Atomic Game Theory, donde
se pueden apreciar los caleulos detatlados.

dt, es la tarifa por minuto de las lla-

1.3.3 Uso de las pistas de los aeropuertos.

Otro de los problemas de distribucion de costes,
que hemos mencionado anteriormente, es el de fijar
el precio por el uso de la pista de un aeropuerto que

_scondmic @

cubra el coste de construccidn y ] uso de la pista,

Supongamos que el aeropuerto es uiilizado
por aviones distintos. Sea /< j < mlos tipos de
aviones. Sea N = Uj Nj, siendo Nj el conjunto de
todos los aviones del tipo j. Sea una funcion de
costes de la sigulente forma:

cls)= max{cj SSNN, # qﬁ}

donde ¢ &l coste de una pista para ser utilizada por
los del tipo i. Los aviones suelen clasificarse por ¢l
peso y se establece que C, < C, <= ... < C_

Esta funcion de coslns expresa que sl coste
de construir una pista para ser utilizada por ¢l sub-
conjunto de aviones S, es igual al coste del mayer
de Jos aviones de la coalicion.

Por otro lado, debemos afiadir que la counlri-
bucion total de las compafifas aéreas iguale el cos-
te de la pista y que ningtn conjunto de usuarios
contribuya més de lo que costaria la pista solamen-
te para ese subconjunto.

Este contexto nos permite, hacer uso de las
soluciones de la teoria de Juegos. Una solucion
interesante en estos casos es el Nucleolo {Schmei-
dler, 1969). Esta solucién, en Teoria de Juegos, es
un vector de resultados o distribuciones que hace
que la coalicion peor parada en términos de la fun-
¢16n caracteristica esté lo mejor posible, que la si-
gulente peor parada también esté¢ lo mejor posible
y asi sucesivamente. Esta idea depende de la defi-
nicion de mejor o peor parado. En este trabajo (si-
guiendo ia literatura referente al nucleolo) la esta-
blecemos del siguiente modo:

Definicién 1.10. Una coalicién S estard mejor para-
da (en cuanto costes) que una coalicion 7T respecto
a una asignacion x si:

o(S)-3 x> c(T)-3 x,

€S =T
81 denotamos con ah (x, S) al ahorro de S relativo a
x, es decir

ah(x,8)=c(S)-> x, VSN,

jel

7 Por utilizar los métodos de analisis continuo.
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tratamos de resolver el problema de maximizar el
ahorro sobre todos los subconjuntos Sy que cum-

()V enN
L2 C S)VS(:N

14 soluclon llamada nucleolo Observe% que ei
nucleolo es una solucidn que pertériece al micleo
del juego, y que por lo tanto tampoco va a ser veta-
da por minguna coalicién.

o

P

1.4 Comentarios y conclusisnes.

A lo largo de este capitulo, se ha pretendido acer-
car al lector a la relacion existente entre los proble-
mas de reparto de costes comunes vy el plantea-
miento de una clase determinada de juegos
cooperativos. La conclusion observada en los di-
ferentes ejemplos expuestos, es que la literatura
sobre estos juegos nos ofrece; unas soluciones que
pueden aplicarse al reparto de costes. Las formulas
de reparto estdn dirigidas a garantizar la coopera-
cion, una vez decidida la mversion.

Podemos observar que hay diferentes solu-
ciones en estos contextos de Teoria de Juegos. Por
ello, una solucién puede considerarse mas apro-
piada que otra para un determinado tipo de proble-
ma. La solucion Nucleo es una de las mas mtere-
santes en el drea de los juegos cooperativos, aungue
es dificil de computar. El nucleolo es e] unico que

garantiza que, suando existe, es Una solicidn per-

teneciente al nucleo. El valor de Shapley es otra
solucidén pero que puede no estar en el nlcleo.
Solo puede garantizarse su pertenencia al ntcleo
cuando la funcion caracteristica es coéncava o
cuando el juego es convexo en media® o para al-
gunos tipos de juegos, como por ejemplo los Jue-
gos de externalidades® Oura caracteristica impor-
tante buscada en las scluciones de los juegos
cooperativos es la monotonicidad. Esta propie-
dad relaciona las variaciones de los pagos con los
cambios en la funcién de costes. Exige que st au-
menta el coste incrementado por aceplar un de-
terminado individuo en cualquier coalicion. su
pago no disminuya

La solucion de Shapley es un método bastan-
te utilizado en el reparto de costes, por sus excelen-
tes propiedades. ha sido propuesto, entre otros,
para asignar las tasas de aternzajes de aviones (Li-
tlechid v Thompson, 1977), ¢l coste de los bienes
publicos (Lochman vy Winston, 1974), etc. Pese a la
dificultad o complejidad de este tipo de solucion
esta relacionada con el drea economico y las con-
tribuciones marginales.

Las soluciones propuestas por la rama de la Teo-
ria de Juegos a cada uno de los ejemplos desarrolla-
dos, poseen caracteristicas y propiedades difefentes
y elegir alguna de ellas dependera del contexto eco-
nomico en el que nos encontremos. Comentar, por
cjemplo, que el valor de Shapley v el nucleolo, bajo
ciertas definiciones, son consistentes'

(S
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8 Estos juegos son definidos por |farra y Ustegui, 1992,

9  Apalizados en el working paper Geralized Externality Cames, 1996.
10 La consistencia exige que el pago que le corresponde a cada individuo no varie cuando el sistema se aplica sobre

funciones reducidas de costes.
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