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Resumen 
En este trabajo se realiza un breve repaso de la 
modelización de situaciones económicas coopera­
tivas a través de Juegos Cooperativos. Se revisan 
y comentan algunas de las soluciones definidas 
para este tipo de situaciones desde la Teoría de 
Juegos. Posteriormente, se realiza una interpreta­
ción de lo que en el mundo empresarial se conoce 
como colaboración empresarial y se relaciona con 
los aspectos coop~rativos de los juegos. Se da una 
interpretación de la asignación de costes de un pro­
yecto común entre varías empresas desde la Teoría 
de, Juegos Cooperativos. Las distintas soluciones 
que nos ofrece la Teoría de Juegos como el núcleo, 
el valor de Shapley, el nucleolo, son ejemplos de 
cómo repartir entre un grupo de empresas los cos­
tes comunes a los que se enfrentan en proyectos 
como la construcción de un pantano, distribución 
de gastos telefónicos, etc. 

1.1 Introducción 
La Teoría de Juegos aporta importantes y numero­
sas contribuciones en la modelación y compren­
sión de un gran número de fenómenos económi­
cos. Todo sistema económico es. en cierto modo. 
un sistema de interacción entre agentes más o me­
nos independientes. Actualmente, la Teoría de Jue­
gos, fonna parte del instrumental utilizado por los 
economistas a la hora de analizar cualquier sistema 
como un contexto de interacción entre agentes ra­
cionales. independientes y con intereses, al menos 
parcialmente, contrapuestos 

l ,a Temía de Juegos puede sc1: definida como 
la teoría que estudia mmldos malemúticos que re-

presentan un aspecto de conflicto o de coopera­
ción entre agentes racionales e inteligentes (Myer­
son R,1991). De esta forma, diremos que un _1uego 
es un problema de decisión donde hay más de un 
agente decisor y las decisiones de un jugador tie­
nen efectos sobre el otro. El diseño de estrategias 
competitivas, su ejecución, las negociaciones e in­
cluso las relaciones interpersonales están llenas 
de factores estratégicos que pueden analizaíSe en 
el esquema conceptual de la Teoría de Juegos. 

Los juegos se han clasificado tradicionalmen­
te en juegos cooper'ativos y juegos no cooperati­
vos. La diferencia estriba en las posibilidades de 
comunicación y negociación que se les pennite a los 
jugadores. Los juegos no cooperativos son aquellos 
en los que cada agente actúa siguiendo exclusiva­
mente su propio o interés sin poder firmar contratos 
vinculantes. Los juegos cooperativos se caracteri­
zan por la existencia de un cie1io poder superior ca­
paz de hacer cumplir los acuerdos posibles 

Ambos tipos de juegos se fonnalizan de dis­
tinta manera. Los juegos no cooperativos, se pre­
sentan en forma estratégica o en forma extensiva. 
La fom1a extensiva (Kuhn, 19 5::;) de un juego des­
cribe con gran detalle la secuencia de movimientos 
de los jugadores, la infom1ación que tienen los ju­
gadores en cada momento del juego y otros deta­
lles, como situaciones de azar. En cambio, los jue­
gos cooperativos se presentan en forma 
característica o coalicional, que consiste en la des­
cripción de los pagos que reciben cada una de las 
coaliciones posibles. 

Estos juegos de carácter cooperativo surgen 
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[ 
para poder responder a dos preguntas cruciales: 
¿cuál es 1~ mimma ganancia que puede conseguir 
por sí mismo? y ¿cuál es el mímmo que pueden 
conseguir actuando todos los jugadores a la vez'' 
Para modelar las respuestas de estas preguntas se 
utilizará. la representación llamada forma coalic10-
naf<ofuÍición característica Nuevamente el ob¡eti-
1,•o 1s bú~car soluciones a este tipo de juegos .• Las 
soluciones de un Juego cooperativo buscan fór­
mulas de reparto de la cantidad conseguida por 
todos los· _1ugaclores actuando de forma cooperati­
va. Evidentemente, estas fonnas de reparto asigna­
rán una cantidad a cada _¡ugador después de reali­
zar la cooperación, que tiene que ser comparada 
con la cantidad obtenida por el jugador por si mis­
mo an!es de cCloperar. S1 la cantidad asignada con 
el reparto '' solución, es menor que lo obtemdo 
mdiviciualmente, este _Jugador no llegará * un acuer­
do para participar en el _Juego cooperativo. 

Una de las características o propiedades que 
debería tener 1 un _¡uego cooperativo es que la co­
operación incremente positivamente los resultados; 
para ello en Teoría de Juegos, existen una serie de 
propiedades que mtentán reflcpr esta idea. Así por 
ejemplo, el concepto de monotonia de un juego 
nos expresa la idea de que la adhesión de nuevos 
miembros a una coahc1ón de agentes nunca em­
peora el resultado obtenido por la coa]ic1ón Otra 
idea que refuerza aún más la anterior, es la denomi­
nada superaditividad, que indica que romper una 
coalición ya formada resultaría ineficiente. Estas 
serán las pnmcras propiedades que deben cumplir 
los modelos de juegos cooperativos para, garanti­
zar la fonnación de la coalición total. Otras propie­
dades, también relacionadas con la fonna de mere­
mentar los resultados, no son tan generales y no 
todos los modelos cooperativos las verifican; , una 
de las más ímporlantcs es la convexidad. La con-

Expr~sión 
conon:nca 

vex1dad implica una regularidad dtc la aportación 
de los nuevos jugadores al juego, es decir, que la 
adhesión de un nuevo jugador a una coalición re­
sulte más beneficiosa cuando la coalición sea ma­
yor Esta propiedad es bastante reslricü va y no 
todos los juegos cooperativos la cumplen. Por ello, 
han surgido diversos conceptos que relajan ]a idea 
de la convexidad; podemos encontrar en la litera­
tura conceptos como sem1convexidad, convexidad 
en media, ese. Los _1uegos cooperativos, según ve­
rifiquen una propiedad u otra se clasificarán en 
_¡uegos convexos, ¡uegos sem1convexos, Estos 
conceptos analizan ]a incorporación ele un _iug3-
dor a una determinada coalición grande o peque­
ña; por ejemplo la convenxidad dice que la mcor­
pnrac1ón de jugadores es más beneficiosa cuando 
el grupo fom1ado es más numeroso, pero no anali­
za cuál ha sido la apm;tación realizada por el juga­
dor al _1uego. Por ello, surgen modelos cooperati­
vos donde la aportación o peso que tiene cada 
agente viene determinada formalmente por un 
número real; los recursos aportados por los JU­

gadorcs al juego se formalizan mediante un ve0-
tor donde cada componente representa la apor­
tación de cada jugador. Al final del juego 2 

obtendrán una cantidad que posteriormente re­
partirán entre los participantes. Esta cantidad 
dependerá de los recursos a portados p-or los 
jugadores. 

La idea de un juego cooperativo es ret1epr el 
número de agentes que se unen y la cantidad total 
y parcial obtenida. En un juego cooperativo que­
dan representada estas cantidades mediante una 
función denominada füne1ón 0araclerística. 

La reprcscnlacu\n de un juego cooperativo se 
realiza mediante la forma característica o fonna coa­
licional. Los elementos principales son bs coali­
ciones de jugadoresJ que se pueden llegnr a fiirmar. 

Esta propiedad no es específica de los ¡uegos cooperativos; hay Juegos que no la verifican, Lo que ocurre es que es 
una propiedad que nos garant1z·a la formac1ón de la coalic1ón total. 

2 Una vez que los Jugadores comprueben que les interesa cooperar y deciden actuar al unísono. 
3 Nótese que a cada Jugador se IJ: hace corresponder con un número natural. o sea N (1,2, ... ). En los 1uegos coope­

rativos ese número es una forma de reconocer al Jugador, sin ·hacer refe;enc,a a ningún tipo de orden 
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En ddínitiva, s1 hav N _1ugadll;-cs se podrán formar 

un2 cantidad de 2N coahci0i.1c,1, es dec1r, ,rnbcon­

juntos ele N .. S C N. Cada coalición posihle obten­

drá un resultado en el _juego, v(S)E ':Ji:+, que es el 
que toma la función característica en cada 

siendo 

) N - J" o s N} L .. • ; •• _ - l_v . e. a iepresentacwn del _1uego 

coopera livo qur:'da determine da por e! par ¡ N. v) _ 
fü,:isten otros _¡uegos cooperativos donde no todas 
las conb:1oncs son posibles Las coahcwnes que 
no 5<" pudiesen fonmir se ddcnninan antes de que 
comience el juego. En la parte dedicada n juegos 
cooperativos no nnponemcs mngun tipo de res­
tricción sobre las coaliciones y penrnt1mos que se 
forme cualquier subconjunto de N. 

Lo que hace detenninantc un _¡uego conpcrnti­
es ia fomrn especifica que tenga la función v Sj 
función v es una función convexa, una forma 

___ polinornica, o una par:.ibola, tendremos _Juegos co­
/ operativos muy distmtos, en cuanto a propiedades 
• .se refiere. En la bibliografía existen dos tipos de 

_ investigaciones: la pnmcra es la de realizar t,slu­
> dios sobre funciones v muy generales, y otrn es la 

:9e realizar estudios sobre fünc10nes \" 1~uy cspecí­
pcas. Claro está que los resultados del segundo 
Jipo de mvestigación sólo se aplicarán para unos 
4etermmados _1uegos c.oopcrativos (los represen-

> tados por esa v). Así podemos citar ejemplus como 
·J.as estudios realizados por O'Nc11l (1982) para los 

>\J1ámados juegos de bancarrota, los rcalizndos por 
,,, ;Jtqmerdo (1996) para los juegos firnincierns, etc 

"f.°dus ellos son _Juegos cooperatinis con una fün­
::ción v bnstantc dctem1inada (no todo _juego coope­

;\}?hvo es un juego financiero, por e_1cmplo). La otra 
,~~rtiente es realizar estudios muy generales para 

:}:juegos cooperativos. 
i"(/ Una vez que se analiza el tipo de juego ob_¡eto 

1 estudio se pasa al análisis de las soluciones de 
?ho juego. En la Teorin de Juegos cooperativn 
• te una definición analítica Je lo que se entiende 

solución de un juego Podríamos decir que so-

lución es una fonTi::::i de repartir 1a. cantidad. tota·1 
_ obtemda entre los participantes del juego_ Entre ¡~ 
bib!iografia dedicada a los estudi;s g~neralcs d(, 
los juegos cooperativos podemos encontrar dife­
rentes soluciones (va estudiadas para cualqmer 
_¡uego cooperativo). Entre estos traba1os cabe des­
tacar los realizados por G1lhes (195SÍ), Schmc1cller 
(l 9691, Shapky (] 953 ).. Estos autore~ dan unas 
torn12s de rscparto muy particulares (Eúcleo, nuclco­
lo. valor ele con diferentes propiedades e 
interpretaciones. ToJ.1s son forn1as de rep~.rto in­
teresantes y dependerá el caso que estc~TWS tra­
tando parn elegir una u otra 

Lo que se pretende en este capítulo es reíacio­
nar el problema de asignaciones de costes con la 
Teorin de Juegos coopernti,os El problema se em­
pieza ::,_ plantear cuando m1 grupo -de organismos 0 

empresas deciden una im:ersión um.1unta y qme­
ren garantizar la cooperación mi.crnl una vez decidi, 
da l::i mvers1tin La colaboración entre empresas es 
una estrategia que se lleva a cabo cunndo un gru­
po de personas, entes u organismos se dan cuenta 
que les resultaría económicamente más rentable tra­
bajar de: forina conjunta que mdividualmentc Este 
tipo de colaboración o asoc1aciomsmo podrú lle­
\"arse a cabo en cualqrnera de las áreas funcionales 
en el que. tradicionalmente se d1\"1de una empresa, 
siendo su objetivo alcanzar o aproximarse al nivel 
óptimo del que se denvan mmimizar costes v maxi-
mizar benefiuos • 

Las cuestiones que nos pueden surgir acerca 
de este ttpo de cooperativismo son las sigmentes: 
i,cuál debe ser el número óptimo ele las empresas 
dispuestas a cooperar'\ /,cómo pueden rned!fse los 
incentin1s a colaborar?, ¿cómo deben repartirse las 
cargas y beneficios de la colaboración para garan• 
tizar equidad distributivn y la cohesión entre sus 
miembros?, eh:. Este trnbnjo se centra en la relación 
entre la idea de cooperación entre empresas y la 
teoría cooperativa de los _juegos 

Ln Teoría Cooperativa de los Juegos se re­
monta a los orígenes de In Teoría de Juegos (New­
man • y Morgccnstc:m, 194 7) Su objetivo es el es­
tudio de las situaciones de coütlicto estratégico 
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donde existe la posibilidad de fonnacion de coali­
ciones. En esta teoría no se supone que los Juga­
dores estén a pnon comprometidos a colaborar 
entre ellos. La u.ruca hipótesis es que todn grupo <le 
jugadores tiene Instrumentos para alcanzar compro­
misos. de acción entre sus miembros y que la nego­
cia~16n interna de cualquier coalición se realiza ba.10 
ccinclícifmes de. gran. transparencia mfonnatíva. 

1.2 Cooperación de empresas y Juegos 
cooperativo,. 

En este apartado nos vamos a detener un poco en 
el análisis de lo que a lo largo del trabaJo vamos a, 
entender o inte11m~tar con el concepto de coopera­
c1ón de empresas o colaboración que realizan al­
gunas empresas Por otro lado, vamos a realizar un 
tratamiento fonmil de la Teoría de los Juegos co­
operativos. Desde el primer momento, vamos a in­
terpretar que las empresas que han decidido cola­
borar estún compartiendo un detenninado bien o 
servicio para el aprovechamiento conjunto de las 
utilidades de dicho bien o servic10, y que éstas son 
los jugadores de un juego c_ooperativo. 

J.2.1 Interpretación ele un cooperativismo 
empresarial. 

La colaboración o cooperación de empresas a la 
que nos referimos podemos defimrla como una re­
lación contractual entre empresas para llevar a cabo 
conjuntamente una detenninada función empresa­
rial. Por ejemplo, como resultado de un contrato de 
colaboración, las empresas pueden adquirir dere­
chos y deberes en la utilización de un bien o servi­
cio comunitario. 

Las empresas, a, veces, deciden establecer 
una organización que se responsabilice de la ges­
tión y el control de las operaciones de exportación; 
con ello están ;;reando una fómrnla reguladora del 
consumo comunitario del servicw. Estas ideas pue­
den englobarse iyn la idea de bienes semipú.blicos 
Se distinguen por el consumo comunitario y por la 
posibilidad de excluir de su consumo a aquellas 
personas o empresas no encuadradas dentro de la 
organización o de la colaboración. Estas actuacio-

presión 
conóirn,ca 

nes de cooperat1v1srno o de colaboración dan lug:rir 
a situacrnnes donde cada miembro md1vidtu! mafr­
liene su identidad y en el que las relaciones v de­
pendencias mutuas se limitan al aprovisionamien­
to y al consun10 de bienes y servicios compartidos. 
Este tipo de consumo tiene unas características 
económicas propias Una de estas caraderísticas 
es la que comentamos a continuación: el consumo 
Je un individuo o de empresa adicional no reduce 
la cantidad disponible. Son bienes y servicios en 
los cuales la utilidad derivada del consumo con­
junto es superior o igual a la suma del consumo por 
separado. En los bienes de consumo privado lo 
anterior no ocurre, sino que es todo lo contrario. 
En los bienes públicos el sentido de la desigualdad 
no importa, smo que lo que hay que controlar es el 
consumo individual para evitar situacrnnes m1us­
tas como la conocida por free-rider. 

Otro de los puntos Importantes a considerar, 
en la cooperación empresarial. es los mcentivos 
Este tipo de actuación sólo se producná wando la 
colaboración o la cooperac1ón entre empresas su­
ponga unos beneficios totales no infonores a los 
que se produc¡ría con una actuación indiv1<lual. 

Los estud10s de Newman y Morgcnstern ofre­
cen desde la Teoria de Juegos unas posibilidades 
analíticas amplias en el tratamiento de los proble­
mas económicos que hemos comentado en lm pú­
rrafos antcnores. En este trabajo vumos aplú.:ar la 
Teoría de Juegos cooperativos al caso de la coopera­
ción empresarial. Para ello, vamos unahzar un estudio 
de la función caractcristica de los juegos rnopcrnti­
vos, su mtcrpretac16n económica, y i.;studiaremos 
distintas soluciones de un juego cooperat1 vo, para 
el caso de la cooperación empresarial. 

Como si.; ha presentado en la introducción, 
la Teoría de Juegos puede ser defimda como la 
teoría que estudia modelos matemáticos que, Je 
alguna forma, representen un aspecto de ec1n­

flicto o de cooperación entre agentes racionales 
c inteligentes (Myerson R., 1991 ). De esta forma, 
diremos que un juego es un problema <le deci­
sión donde hay más de un agente decisor v las 
decisiones de un jugador tienen efectos sohrc 
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el otro. El diseño de e~tratcgrns competiti\·as. 
su ejecución, las negociaciones e incluso las 
relaciones interpersonalt:s están llenas de fricto­
res estratégicos que pueden analizarse en el es­
quema conceptual de la Teoría de Juegos. 

Los juegos se han clasificado tradicionalmen­
fo eri_jüegcis cooperativos y juegos no coopera­
tivos'Ta difoiencia estríba en las posibilidades 

·• de c0111.1.1níca.biónj' •• negocü1ciói1 •• ¿li.ie sé les per-
mite a los jügadores. Los juegos éoop~rati,'os se 
caracterizan por la exiskncia de un cierto poder 
superior capaz de hacer cumplir los acuerdos 
posibles Estos juegos se delinen como un mo­
delo donde interesan las coaliciones que se for­
man y el pago que recibt: cada una de ellas. Las 
coaliciones de jugadores son los posibles sub­
conjuntos de N = {l, 2, ~, , n}, denotadas por 

S C N (donde N es el conjuntll de jugaLlores'). El 
pago de cada coalición viene dado por la li.mci6n 
v(S), llamada fünción carnckrístii:a del juego. Ln 
función característica es un elemento primitin1 de 
estos Juegos; sin embargo, en aplicacwncs reales 

. se ha de construir a partir de otros elementos. Pm 

ejemplo, los conceptos de a núcleo \' /3 núcleo 
. se refieren a soluciones de ,iucglJS cooperatin1s 
•. que se distinguen por construirse de distinla 1J1:1-

ncra a partir de un juego no coopera ti Yo lMoulm. 
\ 1986). Entre otros trabajos mús recientes podemos 
icítar los elaborados por lzquicrLlo y Rn!cls ( 19%} 
Jñana y Usategui (1993). Ornfo et al ( l 99X). etc En 
/estos lraba_1os se estudian los Juegos Financieros .. 
los _juegos Cobb-Douglas y los juegos de Fxtcrna­
hdadcs respeclivamenle. que se dcl"incn a parlir de 
una función carackríst1ca_ con una inlcrprct¡¡cilin 
económica específica. En lll que sigue tendremos 
.que definir la fünciún caraclerística a lra\'és de. ]a 

fünción de costes que kng,imos cn cada s1 luaciún. 
. Una vez definido el 1ueg,o. lo interesante cs la 
forma de reparto del -bencficill de la rnopcraciún. 
Una solución de un _¡uego c11opernlin1 consisk en 
distribuir la ganancia total del juego cntre sus juga­
dores. Existen dos clases de solueiom:s: solucío­

.. hes de conjunto y soluciones puntuales Las so-

[ ANÁLISIS 

lucioncs de con,ilmto t:st:in formadas por un con­
_¡unlo de asigm1c10nes o n:partus que \'enfican cier­
tas condicionts. mientras que una solucit1n puntual 
selecciona una úmca asignación Entre las solucio­
nes de con11.mto más importantes estudiamos el 
Núcleo (Shapley, 1967) y los conjuntos de negocia­
c1óndeAurnann-Maschler (196..\.)y Mas-Cole!\ ( 1989) 

Corno podemos obse1Yar en la representación 
analítica (N. \') de un .1uego cooperntÍHl la función 
característica es de nial importancia El resultado 
que consigue cada Cllalición \·iene detenmnado por 
la expresión Y(S). Algunas prnpiedades sobre la 
fünción curactenstica nos rdk_ian los rnccnt1nis 
que poseen llls jugadores a participar en el .1uego. 

Las propiedades de rnonotunia \" super:iditi­
\'Ídad son estándar en la lt!erntura de _iueg,)s co­
opcrnti\'\1s y permiten asegurarse de que los bene­
ficios no disminuyen por actuar en cualu:wn 

lJefi11iciá11 l. \ Un jue¡1,1 (N. 1·) es JllL)llÚtonn si. 

l' rS'j < vrn. p,ua toda coahciun S_1· Ttal que S <;;;; T 
Li idea d~-la siguiente pJ'l)piedad es que la 

adhesión de nue,·os micmbr,,, ;¡ una Cúalición Je 
agen!cs nunc:1 ernpeura el resultadn obtenido por 
la coalición. 

De/111ic1á11 1.2. Un _1uegu l,V. 1·) es superad11irn si 
se Ycrifica que 

1•/,\'J, 1·(T) :s; v1S u TJ 't!S', T <;;A. S n T = rp 
Cun estas prnpícdades sabemus que s1 las empre­
sa, snn jugadmes de un _1ucgn úlnpcra!Í\\) supe­
rad11! ni \" monótonn es pmquc existen 111ccnl1 \'US 

~1 c,)]ab,1r,ir \' actuar cnn1untamcnlc \ ~wr ln tantll. 
el jucgn sc l\c,·ar/1 a cabo\' se qecutarú Cada coa­
lición posible ohtendr,i 1·(S) \ en particular_ s1 se 
forma la cualicion t11tal se ubtcndr,i i:(.\¡ D1rccla­
mentc rclaciunad,) cnn la función i.:aracknst1ca 

(med1d;1 del rcsul!adn de l:1s diferentes i.:ualieiones) 
cslún los rcsultadrn; quc obticncn lós _¡ugadnrcs al 
participar en el juego (solución del ,1ueg.o) 

Una solución deseable es que el rcpartl) efec­
tu;1do nns llcYe n urni sittüü:iún Je equilibrio: Un 
,iugallnr, i. racional debe admitir que el reparto 
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que se le otorgue sea corno minÍlfül lo que ()b­
tendr.ia si participase sólo en el Juego, es decir, 

• l -r·" que lo que le corresponda sea a menos V(¡IJ/-

Esto es lo q1.1e se conoce como c-cmdición de 
racionalidad individual. 

Otra de las c,mdiéiones deseables es la con­
-dibión de opti.;uización de Pareto, que es que se 

e iipil.ft,ffoJo fo córiiieguido que en este caso será. 
• ¡;Fpigti i'ecihido erre! juego por el máx-i:füó hfaiie""­

ro :de participantes en el juego, es decir, v(llf,í;' 
Como nombramos en párrafos anteriores, hay 

varias fom:Ías. de repartir la cantidad total v(N) y 
esto se expresa con las distintas S()luciones de los 
.iuegos cooperativos que comentamos anteriormen­
te. Una de las soluciones nombradas es el Núc.leo :J 
que a continuación vamos analizar: 

Definición l.3. Sea v un juego cooperativo supe­
raditivo en for.na carnc!eristica. El núcleo, C(v), está, 

constituido par las asignaciones x (x; )ieN tales 
que se verifican las siguientes desigualdades: 

I,x¡ = v(N)yI, x1 ~ v(S), vS ~ N 
ieN i'ES 

Como puede deducirse de la definición las condicio- • 
nes que cumplen las asignaciones que fonnan parte 
del núcleo son una generaiizae-ión directa de las con­
diciones de optimización y de racionalidad indivi­
dual. La existencia del núcleo significa que ninglln 
subconjunto de los miembros de una coa hción pue­
de mej~rar su resultado abandonado la coalición o 
formando una coalición más pequeña. 

Existen otras definiciones de soluciones para 
juegos cooperatívos como puede ser el conjunto 
de negociación de Aumrnan-Maschler: fa principal 
característica de los conjuntos de negociación se 
haya en las obJeciones y contraobjcciom:;; que rea­
lizan los jugadores en el proceso de negocia.ción. 
Pasemos a analizar estos conceptos y la notación 
que se va a utilizar 

El con¡unto de las coaliciones que contengan 
a un jugad¿r i y no contengan j sera denotado por 

Definición 1.4. Um1 objeción del Jugador i contra ,,, 
el jugador j con respecto a la asignación x es un par /]j 
(T, j') con TE r;,y E 9\ 1 , que vcnfica: 

~ 

{i) Y1.-> X1,; 'Vk E Af /\ T, y 

D,~finíción l.5. Dada una objeción (T, yJ de i con­
tra j con resptcto a x, diremos qu1:; (.1H 2:) es una _)j¡j 
contraobjcción de j contra i si •. ,,: 

A1 e r. Y' e 9f, v se verific¡,¡ que: 
.,,¡,__ V'° , ... 

(i) 

úi) 

z1- ~ yk Vke M r~T, 

\..;k -M\T Zk 2)1k V •• E ., , 

)01 

Y>! 
(iii) z(Pvf} =• v(7ii). '", 

Aumann y Maschler (1964) definen el conjunto de )[;j¡li 
.;_Jfi negociación de la siguiente manera: 

De/inición 1.6. Una imputación x Í l(v) es un ele-

mento del conjunto de negociacíón 1\1);) (v) si 
para cada objeción de un jugador i contra otro ju- . ?::' 
gador J. con respecto a X una contrnobjeción <le j 

:}~¡fil contra i. , 

del n!:1 ~~~:~~::
0
~:::~p::~j:i~i~e d~

0
~,:;;::~:::~~ '.:_:_~_l_ii_;_!, 

de Aummann-:tviaschler. Mediante la definición de 
núcleo obsérvese que 11<, es posible que un _iuga-• :,~~! 
dor realice una contraobjeción respecto a un ele-

ment~~;~ ~!e~:~-s:}~:i:~!~::c::~~:~:: ;su::~:~ . :~~[¡¡ 
das en los juegos cooperativos son: el valor de :::,;~fl 
Shapley y el nucleo!o 

La idea subyacente <1 la vaiornción de Shapley. -Ni 

:: :;::7:2~ a!::r~• I, 
parecería una solu..:ión razonable La valoración de_· . :{Ji 
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S:f:r, por t--;1:(ü_ t,i \-~­
del _p..:ego 1Jara -;:J.:d~1; it~gad_{it. E~k­
lncí,,n fue ¡x0pue~tu pc1r Sh:iplcv (l 
irnento füe axiomático, es Jec1r, c:mtsi~tió en fomm• 

":lar cuatro axiomas que razonablemente una r;oludón 
i'~rbitral dd-.e1fa sati.sface:r y demostro qrn: los cua• 
'iro :1xfr,mas definen una sn]ución úni•~n 

'Ve1mr,s curdes sen esc.,s ar~tOlT..G'~ qnc, cnract{> 
al vnlur de ShaplET 

,,, ~ ( ', _e,,,nor.e,n:.-,,,: pcn q,[V 1 = 
-·soiuc16n propue~ta pú~ Sli~rrk::y, 

_I Axio:na ,_-le 

.. 
··.n.ut;i,•rón Es ,kcír. ~ r: L ,._¡,J\r 

que se c'Sti, re.soJqendo t~S 

,entr'-' k,s ;V ,iugadorc:s 

1 l/U ;w-

v( ,d probíema 

\'.l de di,tnb1:ir vt.N, 

_jT,Axwmo de úmetrfa: Lo que recibe cü<la jugack,r 
:;'depende sólo de su posición en el jw:go Es decir, 
<sí in1ercambíam,,s h1s po,,ícinnes rle dos ¡ttgadnres 
f¡_fambién 8e intercambírm'm ]¡,e¡ utilidade:, que te01· 

ben en la solución. AtulHic:nnente_ 

, v)E I',v y toda pemmtaciún 

N ⇒ N,con(N,f:k)E r,,, 

qm, iPa[:) (ev) == íb, (v)'d, E N 

Axwma delp1gador nulo: Un1ugaJor 1 tS nulo 
.iu1.:go si no 1,ontnbnye nada a ninguna c<•alí• 

</J, (F) O 
d,' adítffidad. P,1ta to,k) fld! de Juegos 

(,V, w; 3,:. c:un1pk c¡iw 

,¡,(v)+ tjJ(w),dnnde, v+ w(S)"' v(Sl+,1{SJ 

ha 1kmost1.idn qrn: cxish:. a !,; sumo, un;t 
que :,atisfoga !o, ;1xiom1-; dd l al IV. es 

La frnrnula usual para el \.'alu:: de Shapley ~D( v) 
es la s1gu1enlu: 

dondt 

lihxüÍU!a ,,:,~; el :t<I0.c1eoh). L,.J_ defin1c1ón, de t'.:~tc c1Jn~ 

c"..:·-pt(~ Je ~~t)!U1~~1(n1 dt; U!! ,Íi 1;,::g.;.1: t-':l 111aterr,,'¡tlc,~nx1~11-

tt; 1 m p->Vl C,,m;'}kad,.,. fX:'r,, 111'.11ifrvarneD!e ,·etlej:; 
daraml'nt;:; una .,olucíón qu,: reparte lns hent·fkm~ 
de ln c~,,,pernciún de rt1m1er,1 que se mrnimice el 
peijuicio rnáxnno entre tod:1s las co:,líciones de 
:1genk.~; en realidad, la tdea que subyace en el 
Nu-dcolo es la s1guic:nte: 1m vector de pagos csl/1rá 
en el Nudeolo sí, i:n un sentido que definiremo~ 
más adelante, los excesos de todas las coaliciones 
parn ese veclor de pagos se hacen !o,; más peque­
flo, posibles Esta ~ol11c1nn punnrn! füe mtrnduci· 
da c:n la J,c,ona de Jue¡ms por Schemeidler (l969J v 
se defme sobre la base d<.: los d,.,nominado" cxc:e• 
sos de la;; coahcwnes. 

DeJiníción l. 7 :Si:::a (:V, v) un _1u.:go c,xipernt1vo y x 
nna nnpuí.,H:Íón El cx1.:1;;so Je la coaltcíón .S' 1 .V res­
pecto a x, se define co1mi erS x:} v(s)-x(S). 

Un exc¡;Sü positivo represfnta qw:: la CDalic1ón S 
no ha Jecibido corno mínimo 1o que ella se podía 
ganmtizar y pm lo tanto, la dtstnbucion estar;1 fue­
ra ,id !'·lúcleu 

D".Ji111c1flll 1.8 Diremos que d exceso tjJ lx} es preferi­
do Iex.1,,,)gr,ifo.:amente a ~ (yl si, siendo 

se curn¡-,k que ¡f, (x iÍ ·e:' r¡J para algún í tal que 

l<1< 2N y ef,(Xik<t/J{Y¡k pmaalgúnkwique 

si :5. 2'"' 

i 



g'..1e ;=:o"~ea los -c_.,;co:::denL:>_·~ asuc: iLi:)'i 

r:1enle rná~ pequeüns 
Ec g:entral no icXISk l!La for:rmla s1:JK1i:a 'lle 

p;:rmtla el ;;á\:ul,i del ?··hdeulo 
Una ,:e? deürndos Ji,m1ahrn:;1t':' los demerúlS 

,, sóhú;,lones de un 
i]:.i$t; ar con e¡ cm pk,:: 
coop,•.rni¡n,s. 

1. 2. 2 I:..'n-~¡1¡¡:esu.1:,· a.grÍ(..·ola.s t:ooperun 
en f!f r-;:p_adio. 

L;) 1dc.(: .Je 1._ütlborZE.:ión t'S 12 :l~t,Ultr:.~ • ..: Ti r~:. cn:pre­
s:;:,., :\ b \ C. de ... 1den , , ,e p:,rntc,,n ;.1 
cc•,:,p,,t;ir p.,;¿ la p!:c'st,1 t'n m,11cJin ¡_k) 

l~s:s úr,,.;~~i d,., di:,~n1ta~ z:,_1:-actcr .st¡-.__:a~; ! .;~ -t~!:d;1-

u1)-:1 qut: Sr.: 1,i.:,: 1.~-,11a r:¡ra Uc\:Jr :'.! tah¼: ¡;¡ :-H.'-~\; d ... • 

ciaLp1e;·a .Je la:, parc<c,ü< " ;mc.J~ e··, 1¡¡1" ,~:-:tc1c:1<,t1 

de ru:11bec: \. un si,:11;:r.1" de J1,.;;Ji-,uc>m ,kl :,c,1,, 

qt.H.~ se tt·tn1_1ntl~ dt": un t íu p:"Ú\::r:-1() a L1-, finc.:H~i 

~,J~l 111.'ls:hh::~. cst;~:ctura'.-; de ..,:1c1ahci.:1.l·s crui.~ 

se: p1_:cd::m •í,rma~ :::-,::1 la:, 

Es J,x1,. qu,: le:, d1stir:l:1:-: G::'_rudur,I\ ck:pcn · 
dl'.:n ~h:) grat.!.u di.:-¡_;oopc1.ti..:1on ~:1:tri: Lts (ir;,._,d,) J .. ii, 

P":.,:1hil1da.Jc._ c;1,r1: 

l J 1 :1 ;_1~¡,,,,ufis.::,;1,c1:I ~L e.id:: a;;.:,, r· ·,u¡,01: 

dri.J Lt 
CO~l '.'"·t>: r-_u.:;•:;~]t\"f.1'-i ,.,:~::,t.~:; 

2_l r.~ t..:0];_1~)fj:a1..:H·•r: d,.,; :-Jo~-: (·1:1,:~_¡s y \1 .. 1 .. nq;--;uL 

t'J1.Tl.-..;:tu JL~ üni..1 F-~tu; 11r1•:.fH_: que ~ .. ::rdrc:l!~u:-. _111 

l.,,,. 'e <.k .i•.,,osuliucr;_;:¡¡¡ v ur1 ,,u:,w d,: ,:.nlab, ,_ 
rac¡nn .,l~ c!I,:,; :':nc;,i:~ qu(: ;:1s~aLu1 !.:Í >:1~•h:n1~1 de 
i·-.;m;.,t;,, \ ('.e: d1stnhnLiún 1.i'1 ; u1,i1·1n 

'.{) Lu c.nl<lt,,·n-t.1c16~·¡ de ra~ tn. . .::c· fincJ~; <l?Olh~ :H: 

:i1s:,·ma de bombeo •. ck di,:tr, 1,,i;;ic',n -:•.-mu11 
Co;::,;:;crc:n,,< los ,1¡:_u1,:nl,> ~,,~\\:•; l:q,,,l0l1•-"'; 

ddi1dn:, :1 !J ccrGm1;1 e,,n d no. l . .i m:,,. :dq.Jdd es 
i\, h:cgr1 By pu:- últHJlq e:. i,llS cn:-;!c~; St::·1 :..-2., 4(1: 
30 n.~speLli\·arncn:e c;u•~: ,~1 s~ 1i~1cn /\ 

y 8 ]P;, :.:o:;tt:, para :m:h;;,; t:n l:u;1¡L.nlo ~r_:r:1n 7() 

Parn ¡\Ve ,,m 6x y par:i B V (: c;nn (,(, :,;¡ .,,,: di.:c1dcn 

;: cuPfWT:H ti .. ; ln: 0 ~: 1,::;ndn-;r:!n·~ 1:n ti1~1,:.:, de 9:; 
cs~a su:_u-H .. '11:111 t.._~·1drcrno:~ qne los c~J~?í't,~ 

tcit..: '.e:; son 
J ,n autosu:~c1t~r:c1u d,::.• cadti area 
,\2 + .:p) • ,o~ l 12. 
La ú•laboL:c1ón de do:; fmcas v la autosufi.. 

01t::i-1f,:ta de 11L;J d~ t~Has 
lU(:(7::J 1 30,1. 1'.)81/•ó, .i:.i)y 108{66 .. 42¡ 

L..., c;ilab:nacrun \1(: ~.i:-;; !H:;; f1f~.::.a:'.): t,:-05 

I)cfn~n-:)c;s !u i\Jc:..:.1ón •--=~-~~:.h,.tcrisU(:,a dc1 ,PJ,¿-g,:, 

~;u:~:t:s qu,~ ~,E?\Jlle t.:~ •,'.t!lab1,1f.J',.:16u Stibt:.:: L: ~utu 

,,ufo.,1t-1:c:i:.1. de ead,; c:rnpL:sa ,_. fmc.a 
~, !, ~ ;\ -: ) O_\.'(_ I !3 ,; ,1 ::._ l }, y¡' ( (: j) ~ º~ 
\\ '3:1 1'2,,{;1\.C}<v( C)í·"'.:l. 

" : ¡ ;\ B C : ) l 7 
Fl a:-1 .i_; to {_] u.._~ ;:illp~1nc la ,.;ni ipc1.:tc1i,n dt; LL1 

IJ<:, fr1--,1.;. s,: rcpaite ,;:.;gtHJ las s(,!uc:un:;, ,letwi-
Ja-. ,,:n la :-curü de • 1._'.u.,pei-a([vos 

[\w_1 r,:¡,:,r'.,L '..i ,·,n:1:dud u•n~l·guirb po¡ t<UJ]­

(!lll<.:r ;;:1.1111;1(,n. :rny 'lile k'.,Cl e"' cuenta .:,ertJ~ exi-, 
gcne1c1s e;:;móm;-..,a,. 1 fn,) d.." ln:; rl't¡Ulsitos imp<>r• 

;.an~cc,; 1:~, 1a ()pt!!nr:.i."J(.:frín -tle-J>ar..:~to, 1n que 'illponc 

-,¡'!<: '": n:¡n1 l.1 (k ~., l l<.,mn que ;a Sl~rn/i del al1orn· 
,1.~ígn.:1:fo iguale d uhurrr, total 

La ~:.1ndicw1, dc: 1:1i.:1n11ctlnbd 1w.hnduul i.:x1g,, 

que ,.::..ida ilrea sopo1t~ ·.in ...:o~lc-1núx11r.1L·1 igu~11 que -el 

que ~oporta ba ,:11 -~,mJ1c1one:, de auln:iu: 11,;11;"1. ¡;,. 

[>o¡ nlro hdn pu,kn:(•·l :1:'1:.idir l:i racíon,,ki:id d, 
i;.rup,·,, ('S ,k,:ir d p;1¡'<1 Je ,11dqui,,r :ircd ·,::i b~ c,,,IÍ1 

( ¡:inc:--; dt:: Uos {u t~;ts h:1 d,.~, ~if•r nt I rnenor que él qt11 

rucd:: i.'(lJlcTt"ll:I :mi L1 t.(\;>p1:r:1c•,,n de J:: l,.'llCr.l 

S;, oh.<crvarno;; ia~; co1:díc;11nL•-.; \\rJc cuinplc1 
l,1:-; ,t~;r•n;1c:10n,.>: que ¡11_:1lcncce1: :il nú,:k" ::,•: ¡u,· 

~o u\/, vJ, doud,· ]a fHni.:-~/)~J ,,:,;1: ;_gJc; 1shc~i e:~ el ;thi_, 

rro en co~al~'\ qu('. _,~upuni:: Ja 1_:td:1b-tHlll.'JÚn :--u:1rc l~ 
:1uh1s11fie1c11cJ11 d1~ ,.AH.la t:J 11p1 c:.;ii ngrit:01;_1 1 s(in li~: 
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)\- (] _,. - / 't. ,. ) ... • • • • i ... · l · ,.... ....; tore. -'· ~ ,~1, ..• -,.. que 1,enL .. an as c\;wi.-,,o-
imteriores Son aquellos pagos que adt.-más de 
\r los costes totales garantizan que cada sµb­

< to de fincas no paga una porción de costes 
' a los que incurriría si el sumüristro lo orga­
pof sü, propia cuenta,. El hecho de pertenecer 

. éo' dd juegQ es· una exigencfa mínima para 
'rifdistribución de los resultados sea mutua­
e aceptable Cualquier imputación o asigna­

tri' q1,1.e no. está en e! núcleo podría ser bloqueada 
'( una C()alíción de las otrn~ dos áreas. 
< Una primera aproximación nos lleva a conc.luir 
< la imputación resultante de repartir a todos (gua! 
'ganancias de la cnlaboración no está en el m:i­
! y por lo tanto, esta, solución será bloqueada. 

) Juegos Generaliz,uios de Externalidades. 
\.ruegos Generalizados de Extemalidades tam-
i,poseen su interpretación eco11ómica. La fün­
''toarai::teristica para un juego cxi~ N jugadores 
.·~~.•· definida para cada coalición S con la síguicn-

v(S)::(~P;J r(s) 

< (P) = (p; );,,N es 1m vector de R 11, el pará­
~.a valor es un real mayor o igual a 1, res una 
·--~--. 

:{1 no decreciente r: N ---> R + , v s es el 

\~l de la coalición S. • 
• 1 pago que recibe In coalición S depende de 
•• • de las coordenadas de h y del c-árdina! de la 

'11. En éstos juegos cada jugador, i F. N, con-

\ .. con una dotación, /J; y tambien con su 

cja al valor tota 1 que recibe la coalic,ión a la 
):rtenece. La interpretación. económica que 
':: los Juegos Generahzado;; de Extemalida• 
dria resumirse del siguiente modo: Los juga-

)portan los recurs<)S que posi:en Y a cambio 
)iuna contraprestación por la cesión de es­

•• os, teniendo en cuenta el número de par­
s en la coalición_ La fünciún r asegura que, 

lu !legada de nuevos jugadores beneficia a los ju­
gadores que originalmente estaban en el juego_ 

Existen situaciones ecoaómicas que ¡¡e ase­
mejan a la interpretación anterior. Las inversiones 
conjuntas que se realizan en algunas ocasiones 
dependen de la cantidad invertida y del número de 
inversores Las ayudas ernnómicas que reciben 
algunas asociaciones están en función del 11úmero 
de socios y de b cuota que aporta cada socio. Las 
empresas, con idéntico capital (i,.), que deciden co­
operar entre si y prnducir conj u.11.tamente con la 

tecnología de Cobb D()Uglas aportan recursos, 'f/; 
y capital, Á.. El número de empre'><!s parti-:ipantes, 
por ejemplos, también se refleja en la función total 

de producción, f (A.,. r¡) = Jl."'so:(¿_. ;,,,,,., r. Si con­
sideramos la producción como el pago de cada coa-

lición tenemos que, analíticamente la función J{,1:, ;¡) 
define un Juego Generalizado de Externalidades 
(Véanse también como juegos Cobb-Douglas en 
Iñarra y Usategui, 1993). Los llamados Bienes Rela­
cionados (Uhlaner, 1989) son un subc-0njunto de 
los Bienes Públicos Locales, con la peculia1 carac­
te.rlstica de que son definidos en actividades don­
de los indivíduos aumentan su utilídad si la c.anti­
dad de individuos en esa actividad crece. El análisis 
de estos bienes sugiere circunstancias en las cua­
les la participación es beneficiosa. Ambos concep­
tos, Bienes Relacionados y Juegos Generalizados 
de Extemafüfades, fomentan la participación de los 
individuos. Finalmente, en el modelo de Mo:ulin 
(1992) donde los agentes comparten el cost~ de 
alguna decisión pública, llegamos a una expresión 
del tipo 

v(S) = i¡ ,.s~J_ donde S es un grupo de agentes 
2k 

que deciden compartir los costes de la provisión 
de un bien, /Ji es la tasa de marginal de s1.1-5titución 
entre los bienes privados y e1 público y k es _una 
constante de la función de c-ostes-Analíticamente 
podemos englobar este juego en los Juegos Gene­
ralizados de Extemalidades. 
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Estos JlY3gos están ancJizados en su totalid~2ci 
en Corcho (1998)_ Poden1os apuntar algun3-2:, clr~ las 
características más relevantes monotonía, supera­
ditividad, conYc>:iJa<l en medra, Destacar que 
además de sus analogías con las situctcioncs eco­
nómicas antenormente mencionadas, posee solu­
ciones eficientes y racionales, es dec.ic posee ele­
mentos en el conjunto l,Túcleo Otrn de lac, 
0aracteristicas es que ~l conjun_to de l'Jegociacit1n 
de Aunc;_,rm-lvlasd1leT comc1d 0, con el Núcleo, y 
el ~,_.,alor de " bJ.JO ciertas co11dic1ones, ünn­
b1én está en el núc]eu• del juego Sc1n _1ucg'-:-)s dc:ndc 
las d1 stinüs solut:1ont's clefinicbs para Juegos co­
opernt1vos se Yan reduciendo a un gn1po mas p<ó­
aueño 

1. 3 Ejemplos económirn.~ y su interpretación 
con.o lm juego. 

Mudrns decisiones de las mvers1011es publicas se 
toman de form:1 descentralizada y en cooperación 
con diversos órg:1nos públicos y privados que se 
reparten el coste de la inversión realizada 

Una de las situaciones que nos podemos en­
contrar es la decisión de constrmr un pantano y 
que hay varios grupos interesados en ello El ayun- • 
tamiento esperan obtener agua potable con desti­
no a sus municipios, las campesinos de la región 
desean regar sus tienas con el agua del pantano, 
una compañía eléctrica que quiere utilizar el agua 
del embalse para mover las turbinas de una central 
hidráulica, el gobierno central quiere controlar las 
inundaciones de la zona, con esta presa constrnÍ• 
da. Como podemos observar el pantano debe ser 
capaz de retener cantidades diferentes de agua, 
según los objetivos perseguidos y, por tanto, de 
estos objetivos dependerán los costes de cons­
trncción y de mantenimiento. La, cuestión es la de 
buscar cuál seria la contribrn:,ión de cada uno de 
los entes citados en la financiación del coste de la 
mversión. 

Otra situación de este tipn, podemos encon­
trarla en el reparto de los eo~tcs de una central 
telefónica entre sus usuarios. El problema que se 
plantea es el de aplicar una tarifa que sea lo más 

IJ~g~,6~i~~ 
po.~nhle y qt1e adernús en que 1a sun1r1 de lo: 

pagos por llan1adas cubra el costt: del serv1c1u Bst1" 
problcnia puede ser tratado ba¡o el punto de v1,l:, 
de la Teoría de Juegos, concretamente las ,;olucio­
nes de Aumann y Shapley. (1974) para ,1uegos 110 

atómicos 
Otro ejemplo referente al reparto de cu,;tc:s, e" 

cuando el aeropuerto (a través del goh1erno cen~ 
tral L. por tJ.¿in1plo; quiere ÍlJiJT unos prec1os ptF e~ 
uso de las pistas de atcrnzaJc por ;?3-fl~; d_e lRs cc•n1 

paüias aéreas, que pc-rrnilan cubru ;;J c;=1st;~ cL-;; L 
1nslc1l~-1,:.1ón .Y n1Jntennn1ento de di1.J1,__3_:; pisL:1"~ F\-,y¡: 
hall2ff e1 repartu de lc,s co~Les cuJnpl1:~r1do t1na', 

condiciones e-stab1ecicL:is, se puede recurnr ~1 u.r1:i 
solución de 1a TetJría de Juegos l1an1ada nucleolu 
(Scluni:1dkr, ! 969'! 

En los próxin1os apartados Yamos J desarro­
llar cada uno de estos ejemplos, pero antes vamos 
ci establecer la termmología que vamos a emplear 
Todos los casos a;,,tcnorcs tienen un denornmador 
común: se pretende r~partir un recurso entre va­
rios El con¡unto de usuarios potenciales de un pro­
yecto lo denotaremos porN = {1,2, .. , .. n}, el coste 

del proyecto será c(S) para lm subcon1unto S <;;;;:; N 
Es el coste mínimo de servir al conjunto S de usua­
rios. Un método de asignación de costes es una 

función í () defimda para todos los N y todas ]a:; 

funciones de coste e(,) sobre N, tal que 

y que ¿ ,EN X;= c(N), donde xi =:::, O, es la park 
del coste que le corresponde financiar al usuario i. 

Para que el reparto de costes sea voluntario_ 
debemos imponer condiciones que penmtan ga­
rantizar que nadie pierda cooperando Estils condi­
c10nes se transcnben de la siguiente forma 

x, s; e (i ), V I E N 

2>, :::; c(S), VS <;:;; N. 
!ES 

La eficiencia en el contexto que tratamos s,.: 
entenderá con relación a los grnpos de usuano~ de 
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•.::~~.:cLu qc1t.:: .:>c:1:~1L·:::i.;~: un 

aun:er:ti1 u d ·:;E1.inu~,1úc f·ü e1 nú;-rt1:ro i_-_h;;; 

eói J)ff•)'edé, 

ténrnm,s (1<: !r, T\:üria de ./ui;;go:; ve l(;ne­

v). i:;a s:t q.ue-:\/ e~ :;•/, 

iú/; / - ü, ya qu¡; 
1slgt:wc1ón de C()Ste$ (x 1~ ·,,"' 

e_scnger una a:;;-.:gnacton () .. , .. 

\finito} } li ~3;; la 

U Leí eki,:L:wn de una 
:,; .) es eqi.nvalente a 

)\)~ donde J'1 ~ ~(],} - x1, 

L3;1 Reparto d,: fo, roi;ít·s de un pantarm. 
·:n lús s1guie11lc., .1rtkn\t¡s c'.t\l;ün'.rrnr,._,, esk 1rro 

e: pro:J~crnas qt!1: \,an1,y~ a d0non:.E1ar rcpa.rtri de 
de la 1:ons(¡ ,i-:s:vm de t:n s:mb,lls1e· ,:, pant:.,­

ValleY .fothon(v .'i el/se 5.'w,{v 

()_r .\-Juiffl}ie P1,rpOS( 1 ,)'{}'t'tilt! 

,'n el urtículo ,:·:an,c 

)·n,._-¡/ uf C,\11ne '!f1eoJ),'. L,.J\" cu~ .. tes d\.'. c,01t.,tu1c~ 

a J,:bt>rún he\ nt:r ~ubn: !(,,; lH::1cfo:iéJtK•:i d1re1> 

¡fo ]fü; Jl¡\':.'ff.\l(lllt:$ 1· por .tm1:,1se rk ,::u~ks muy 
vado, y la ú>rnpd1tinJ;;d de lc,s t'.lllpn'sas Ímph­

\, d c;si1k'fZ<'• ,kd1,~aJo a oblc:ner 1/•nnnfo, :!c: 
partú h¡c ,:onstderable ~'I s1;.ctema fo1,1lrnente adnp-

teB Ct'!TI111le'2, ~:11 pr Gpi ,1 C1•)t1 i..1 11• 1::: C,cn-EÍ1Ch)S d~. Sti­

L1il! Se ,,] 

hu::.c-ün1{_1s l:,s 

"~ ), cuya,, ,:_·onipdtu:n!f s ~.~r.~·rán 

Esrc apo ele ,,ulacii',n ,,: •.:.tmuce ;;:11 
p.1~go::. ct1cip1;r¡1t;y,,') con1u- d1stnbución propor1;.:Jo-

11:ú. Fn \'anus tr,¡ba¡n,;" e:,ta :;,1htc1ón ha. c<Íd0 Ga­

,aclt:riz,:ida axíomit1camente :;· eornpurnd;, 0OD otra~ 
soh]c1nnes. 1:'ntre lJ.;¡ cf"1ract-eri,;1jc.;1:•+ 111,L~ 1n1pt)rtan_­
\,;;s que c,,he señafar '"·' que e,; 11110 asígnac¡{,n ,¡ue 
perk1t1e;.:c al núdee> del j11<,go,, v ,¡t:c por tanto nu 
ser.l bloq'leaJa pnr nmg.ui1c1 ,•Ira 

!~i .. 2 l)islribu.cián d1..~i co-.'1e itdefánico. 
El ~,;crYtcio de teléi~)nos 1:s ue ser\ tsCltJ t·on 0leYa~ 
dos costi::; de: mslülac1r'in. q,tl' imprden que un sr¡]u 

dienk pui:da p:1ga1 ,m pw¡•Ío ~ervici,:, tekf,micc,. 
Un p•úbkma ck este tipo ha s1,J,, estudí;1Jo •~n B1-
!1er,'I. Heuth v Ramian { /978}, dr.mde se disc.:ute k, 
dist1íh1:ción rk !os cosks de un nuevo serv,No 
tdefonico en la Uni•,ersidad de Comdl (EEUU) 
Desde nna c,:ntrnhia iban a pasar todas las llama• 

,-~,. Se ~,upo ne que 1,i > 0 po:qUE, s; r:~:-:1ue{lt: ex1s:1r aJgun i qde caH:zr:a dt-: rnotiv.ac16n para 1r;co1por:arse al prt>:irecto, 
---A:1a.,3is de los ¡uegÜ:. ccr; ut: L¡d:,de:; :-1inb1,1ntcs :·: de lo'.":i _iue"go.s G~:1cr;3:iz.1dos .ic :xte:1 n,/,d;J1::s Tc~1s doctor~~ t 1999). 

"J,4onol{)n¡c '3-olutions. -o-! coo:1e-at 1v~· earnfs:" :nt-::r1;"'Í( 1 1a! ]•,::v:-.:a! of CJn-1e-s Tr:ory. 
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ANÁUSIS. 

das efectuadas desde cualquier teléfrmo de la Uni­
versidad. La compañía facturaría cada mes en fun­
ción de las llamadas hechas desde la centralita y la 
universidad debería, cobrar a los usuarios una can­
tidad por el importe de las llamadas y además otra 
cantidad por los costes fi_¡os de mstalación, mante­
nimiento, etc. Visto este problema desde una pers­
pectiva de la Teoría de juegos, se trataría ele un 
juego cooperativo no atómico y el problema séría 
dividir los beneficios de la cooperación entre los 
jugadores. En este contexto de los jugadores es 
convenienté definir a los jugadores como las uni­
dades temporales de las llamadas telefómcas, por 
ejemplo, los minutos de las llamadas. Entonces los 
elementos del juego serán: N {J, n} el conjunto 
de todas las clases de llamadas y S una coalición de 
llamadas. Una solución de este tipo de juegos nos 
la proporciona el valor de los juegos no atómicos 
de Aumann y Shapley (l 974): 

x(S) = f µ1 (s)J: dc(tµ(I)) dt, 
j=l dljj 

donde µ J (S) es el número de llamadas (mensua­
les) del tipo j en la coalición S (la suma representa el 
total de minutos de llamadas de la coalición S), 
c(q1, •.. q,) es el coste ele efectuar todas las llama­
das qrq,, en un mes, y por lo tanto, 

liac(tµ(I)) . . 
-~~~dt, es la tanfa por 1mnuto de las Ha-

o dqj 
madas de tipo J. 

Para ver estos juegos no atómicos aplicados a 
la distribución de los costes del gasto telefónico 
véase el artículo Internar Telephone Billing Rates: 
Application of Non- Atomic Game Theory, donde 
se pueden apreciar los cálculos detallados. 

1.3.3 Uso de las pistas de lm aeropuertos. 
Otro de los problemas de distribución de costes, 
que hemos mencionado anterionnente, es el de fijar 
el precio por el uso de la pista de un aeropuerto que 

7 Por utilizar los métodos de análisis continuo. 

xoresi.ó1.1 
...1conóm1ca 

cubra el coste de construcción y el uso de la p1sb 
Supongamos que el acrnpuerto es milizado 

por aviones disti11los. Sea l< _¡ < m los tipos de 
avrnnes. Sea N = Uj Nj, siendo N¡ el conjunto de 
todos los aviones del tipo j. Sea una función de 
costes de la siguiente fonna: 

c(s) :ce max{c 1 : S n N j * rp} 
donde e, e] coste de una pista parn ser utilizada por 
los del tipo i. Los aviones suelen clasificarse por el 
peso y se estable0e que e,< C1 < ..... < C,,, 

Esta función de coste, expresa que el coste 
de constnnr una pista para ser utilizada por el sub­
conJlmto de av10nes S, es igual al coste del mayor 
de los aviones de la coalición. 

Por otro lado, debemos añadir que la contn­
bución total de las compañías aéreas iguale el cos­
te de la pista y que ningún conjunto de usuarios 
contribuya más de Jo que costaría la pista solamen­
te para ese subconjunto. 

Este contexto nos permite, hacer uso de las 
soluciones de la teoría de Juegos. Una solución 
interesante en estos casos es el Nucleolo {Schme1-
dler, 1969) Esta solución, en Teoría de Juegos, es 
un vector de resultados o distribuciones que hace 
que la coalición peor parada en ténuinos de la fun­
ción característica esté lo mejor posible, que la si­
guiente peor parada también esté lo mejor posible 
y así sucesivamente. Esta idea depende de la defi­
nición de mejor o peor parado. En este trabajo (si­
guiendo la literatura referente al nuclcolo) la esta­
blecemos del sigmentc modo 

Definición 1.10. Una coalición S estará mejor para­
da (en cuanto costes) que una coalición T respecto 
a una asignación x sí: 

c(S)- ¿xi> c(T)- ¿.x 1 

iES iET 

Si denotamos con ah (x, S) al ahorro de S relativo a 
x, es decir 

ah(x,S)=c(S) ¿x;,VS<;;N, 
;ÉT 
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de Jlcsolver el problema de maximizar el 
lodos los subcon1untos S y que cum-

x, S c(i), \f I E N 

¿,x, :o: c(S} \iS e N 

Si este problema tiene solución única, ésta es 
solución 11amada m1cleolo Obsérvese que el 

nucleolo es una solución que pertenece al núcleo 
del juego- y que por lo tanto tampoco va a ser veta­
da por ninguna cClalición 

1.4 C1nncnfa1rio, J conch.1afoncs. 
A ]o largo de este capitulo- se ha pretendido acer­
car al lector a la relación existente entre los proble­
mas de reparto de costes comunes y el plantea­
miento de una clase detGrmmada de Juegos 
cooperativos La conclusión observada en los ch­
ferentes ciemplos expuestos- es que la literatura 
sobre estos _1uegos nos ofrece, unas soluc10nes que 
pueden aplicarse al reparto de costes Las fónnuias 
de reparto están dirigidas a garantizar la coopera­
ción- una vez decidida la inversión 

Podemos observar que hay diferentes solu­
ciones en estos contextos de Teoría de Juegos. Por 
ello, una solución puede considerarse más apro­
piada que otra parn un detemiinado tipo de proble­
ma. La solución Núcleo es una de las más inten:­
santes en el área ele los juegos cooperativos. aunque 
es dificil de computar El nucleolo es el único que 

8 Estos juegos son definidos por lñarra y Ustegu1, 1992. 

que. ,;mmdo existe- es una solución per-
te.nec1ente al núcleo_ E] \--alor de es otra 
.'lü!!Jld.ón pero que puede no estar en e! núdeo 
Solo puede garantizarse su pertenencia al nucleo 
cuando la función característica es cóncaYa o 
euando el Juego es convexo en media' o para al­
gunos tipos de _1uegos, como por eJemplo los jue­
gos de extemahdades" Otra característica írnpor­
tante buscada en las soluc10nes de los juegos 
cooperativos es la monotomcidad Esta prop1e­
cbd relaciona las variacwnes de los pag(1s con !os 
camb10s en la función ele costes Ex1ge que st au­
mt'nta el coste incrementado por aceptar nn de­
termmado mdividuo en cualquier coalu:1ón- su 
pago no d1sm111uya 

La solución de Shapley es un método bastan­
te utilizado en el reparto de costes- por sus excelen­
tes propiedades. ha sido propuesto- entre otros, 
para asignar las tasas de aternza1es de aviones (Li­
tlechid y Thornpson, l lJ77), d coste de los bienes 
públicos (Loehrnan y Wmsllm, 197 4 ), etc Pese a la 
dificultad o complejidad de este tipo de solución 
esta relacionada con el área económico y las con• 
tribucíones marginales. 

Las soluciones propuestas por la rama de la Teo­
ria de Juegos a cada uno de los ejemplos desarrolla­
dos, poseen caracterislJcas y propiedades diferentes 
y elegir alguna de ellas dependerá del contexto eco­
nómico en el que nos encontremos. Comentar, por 
ejemplo, que el valor de Shapley y el nudeolo, bajo 
ciertas dcfimciunes, son consistentes 10 

9 Analizados en el working paper Geral1zed External1ty Games, 1996. 

1 O La consistencia exige que el pago que le corresponde a cada individuo no varíe cuando el sistema se aplica sobre 

funciones reducidas de costes 
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